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Vorwort

Der Wunsch des Menschen ist seit jeher, sich Werkzeuge auszudenken, die
dann zum Einsatz kommen, wenn sein Tatigkeitsbereich dies erforderlich
macht in der Hinsicht, ihm bei der Ausfithrung seiner Tétigkeiten zu helfen.
Die stindige Entwicklung neuer Werkzeuge ist dabei kein Phinomen moder-
ner Zeiten: Werkzeuge kennt der Mensch schon seit Anbeginn der Steinzeit.

Die Zeiten haben sich geindert. Werkzeuge sind heute nicht mehr aus Stein
und Bronze. Vielmehr existieren auch geistige Werkzeuge, wie z.B. die Ma-
thematik, Medizin und Wirtschaftswissenschaften oder allgemein Naturwis-
senschaften. Diese machen sich Menschen zu eigen, um heute z.B. Software
fiir Computer in allen Bereichen menschlichen Schaffens zu konstruieren.

Die IT-Welt bringt stindig neue Konzepte fiir die Unterstiitzung des An-
wenders und seiner Aufgaben hervor. Das Konzept der Expertensysteme
ist dabei im Rahmen der Forschung nach ,kiinstlicher Intelligenz" von ent-
scheidender Bedeutung und prégt bis heute die Konstruktion von vielen
Softwareprodukten. Immer &fter werden solche Systeme unter Verwendung
von Statistik und Wahrscheinlichkeitsrechnung konzipiert.

Expertensysteme, oder besser gesagt wissensbasierte Systeme, beschrinken
sich nicht auf die Berechnung von quantitativen Ergebnissen, sondern sind
stattdessen in der Lage, aus bekanntem Wissen von Fachleuten, dargestellt
durch die sogenannte Wissenbasis, und Metawissen (Regeln, manchmal auch
vages Wissen oder Heuristiken) neues Fachwissen zu schluBfolgern (Inferenz)
und somit Lésungswege fiir verschiedene Probleme aufzuzeigen[Wla98].

Die klassische Anwendung fiir Expertensysteme ist die Diagnoseunterstiitzung.
In der Medizin werden schon lange statistische Methoden verwendet, um
Wissen zu erlangen. Zwei dieser Verwendung findenden Methoden sind die
Faktorenanalyse und die Clusteranalyse. Mittels dieser Methoden wird ver-
sucht, Zusammenhénge der Medizin sowohl zu finden als auch zu bestétigen.

Ein Diagnoseunterstiitzungssystem soll das erlangte Wissen dazu benutzen,
bei der Diagnose von Krankheiten hilfreich zur Seite zu stehen, sei es, indem
es Diagnose- und Untersuchungsvorschlige gibt, oder indem es priift, ob
vermutete Diagnosen korrekt sein kénnen. Es wird versucht eine Lisung zu
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finden, die durch eine Auswahl aus einer Menge vorgegebener Alternativen
ensteht[W1a98]. Diese Auswahl ist in der Medizin eben eine Auswahl von
Diagnosemdglichkeiten, aus denen die korrekte zu wahlen ist.

Der Bau eines Diagnoseunterstiitzunggsystems erfordert eine fiir den Rech-
ner verstindliche Darstellung (sprich 7ahlendarstellung) von Wissen. Wir
stellen in dieser Arbeit eine dieser Darstellungsméglichkeiten vor, die so-
wohl fiir den Rechner gut umsetzbar als auch fiir den Modellierer des Wis-
sen durch seine graphische Darstellung leicht verstiandlich zu sein scheint:
die Bayesschen Beliefnetze.

7Ziel der Arbeit ist es, verschiedene statistische Instrumente zur Erlangung
und Repriisentation von Wissen fiir diagnostische Zwecke vorzustellen und
eventuelle Probleme und Zusammenhénge zu kommentieren.

Tn Kapitel 1 dieser Arbeit geben wir einen {Tberblick iiber Grundlagen der
Statistik und zeigen eine Anwendungsmoglichkeit naiver statistischer Metho-
den fiir ein Diagnoseunterstiitzungssystem, Kapitel 2 fithrt UIberlegungen zur
Selektion von durch einen Medizginer zu untersuchenden Informationen (z.B.
in der Anamnese, Symptome, Indikationen) vor, die die Diagnosesicherheiten
stark beeinflussen kénnen. In Kapitel 3 stellen wir eine Méoglichkeit zur Re-
priisentation vagen und unsicheren Wissens sowie zur Inferens iiber selbigem
dar. Diese Méglichkeit sind Bayessche Beliefnetze. Kapitel 4 und 5 befassen
sich mit der Erlangung von Wissen und der Reduktion von Datenmengen
mittels der multivariaten statistischen Analysemethoden Faktorenanalyse
und Clusteranalyse. In Kapitel 6 folgen Gedanken zu gemeinsamen Ein-
satzmoglichkeiten und Zusammenhéngen zwischen Bayesschen Beliefnetzen,
der Faktorenanalyse und der Clusteranalyse. Kapitel 7 stellt das SchluBwort
mit einem Ausblick dar.



Kapitel 1

Bayes-Statistik und
Probleme

Im ersten Kapitel der Arbeit méchten wir einige benctigte Grundkenntnis-
se iiber die Stochastik vermitteln. Dabei werden wir auch erste Ansitze zur
Unterstiitzung der Diagnostik durch Methoden der Bayes-Statistik erlautern
und kritisch bewerten bzw, Probleme erértern. Dieser Abschnitt enthilt
dabei auch einen grofen Anteil der Vorkenntnisse, die in den Abschnitten
Bayessche Belief Netze und Multivariate Verfahren bendtigt werden.

1.1 Grundlagen der Statistik

1.1.1 Zufallsexperimente, Ereignisse und Wahrscheinlichkei-
ten

In vielen Versuchen ist der Versuchsausgang, den wir als Ergebunis bezeich-
nen, unabhingig von aufleren Faktoren. Standardbeispiel fiir einen solchen
Versuch ist das Werfen eines Wiirfels, Das Ergebnis (hier die Augenzahl) ist
bei einem idealen Wiirfel unabhingig von der Wurfhohe, der Drehgeschwin-
digkeit, der Temperatur oder &hnlichen Einfliissen. Man kann bei einem sol-
chen Wiirfelexperiment zunéchst nicht vorhersagen, welche Augenzahl fallt.
Festgelegt ist jedoch die Menge E der méglichen Versuchsausgiéinge (hier ist
E = {1,2,3,4,5,6}). Die Menge E bezeichnen wir auch als Ergebnisraum.
Jedes Element des Ergebnisraums heift Ergebnis (1, 2, 3, 4,5, 6 sind jeweils
Ergebnis des Zufallsexperiments seinmaliges Werfen eines Wiirfels®). Das
Auftreten eines Ergebnisses heifit Ereignis (z.B. das Ereignis ,bei einma-
ligem Werfen eines Wiirfels wurden 4 Augen gewiirfelt*). Wir bezeichnen
daher die Menge E im Kontext eines gegebenen Zufallsexperiments auch als
Ereignisraum (mit den Ereignissen den Elementen dieser Menge).

1




2 KAPITEL 1. BAYES-STATISTIK UND PROBLEME

Wird ein Zufallsexperiment mehrmals durchgefiihrt, so kann man abzéhlen,
wie oft ein bestimmtes Ereignis e eingetreten ist. Die so gewonnene Zahl
heifit absolute Hiufigkeit h(e) des Eintretens des Ereignisses. Unter der re-
lativen Hiufigkeit eines Ereignisses e bei n-maliger Durchfiihrung des Zu-
fallsexperiments versteht man den Quotienten

rle) = @. (1.1)

1

Die relative Hiufigkeit ist immer eine reelle Zahl zwischen 0 und 1. Die
relative Haufigkeit eines Ereignisses ndhert sich mit steigendem n einer be-
stimmten Zahl, die Wahrscheinlichkeit des Ereignisses p(e) genannt wird!,
p ist eine Funkfion mit Parameter e.

Fiir Wahrscheinlichkeiten gelten die drei Aziome von Kolmogorov®:

1. Durch eine Wahrscheinlichkeitsfunktion p : E — [0,1], p(e) = @ wird
jedem Ereignis e eine reelle Zahl = zwischen 0 und 1 zugeordnet:

0<ple) <1 (1.2)

2. Das Ereignis, daB mit absoluter Sicherheit eintritt (sicheres Ereignis
{1} hat die Wahrscheinlichkeit 1:

p(0) =L (1.3)

3. Das Ereignis, daff mit absoluter Sicherheit nicht eintritt (unmdgliches
Ereignis hat die Wahrschemlichkeit 0.

4. Wenn sich zwei Ereignisse e4 und ep gegenseitig ausschliefien (man
spricht von disjunkten Ereignissen) , dann gilt

pleaV ep) = plea) + pler). {1.8)

1.1.2 Zufallsvariable und Hypothese

Mehrere Ereignisse konnen innerhalb einer Variable zusammengefafit wer-
den. So konnen die Ereignisse, dafl beim Werfen eines Wiirfels 1, 2, 3, 4, 5,

"Man beachte, daf lim, . (e} = ple) nicht zwingend gelten mufl, Die Erfahrung
([LR&8], S. 76} zeigt aber, daf die Abweichungen zwischen r{e) und p(e) mit steigendem
n ahnimmt.

?Kolmogorov, Alexander N., ussischer Mathematiker, * Tambow 25.4.1903, Prof.
in Moskau, forderte die intnitionistische Logik, begriindete die moderne mathematische
Wahrscheinlichkeitstheorie. K. erhielt 1963 den Balzan-Preis fiir Mathematik. (aus [Lin73]}
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oder 6 Augen erscheinen, zu einer Zufallsvariable ,Augenzahl® zusammen-
gefafit werden. Die Zufallsvariable kann dann die Belegungen 1 bis 6 haben
und stellt damit die Ereignisse

Augenzahl = i (1.5)

dar. Die Ereignisse ,Augenzahl = 1%, ,Augenzahl = 2 etc. werden dann
auch als Hypothesen bezeichnet.

Statt einem Ereignis e eine Wahrscheinlichkeit p(e) zuzuordnen, wird der
Zufallsvariable eine Wahrscheinlichkeitsverteilung zugeordnet. Eine Wahr-
scheinlichkeitsverteilung fiir eine Zufallsvariable X mit der Wertemenge

W(X} ={m15221"'1$m} [lﬁ]
ist eine Funktion p, die jeder Zahl z; € W(X) die Wahrscheinlichkeit

ple:) = p(X = =) (1.7)

guordnet. Diese Funktion wird z.B. in [LRSS] wird auch als Wahrscheinlich-
keitfunktion bezeichnet.

Die Wahrscheinlichkeitsverteilung fiir das Wiirfelbeispiel ist
1
p[m;]:E'ﬁEN, 1<i<6 (1.8)

Eine Wahrscheinlichkeitsverteilung, die allen z; die gleiche Wahrscheinlich-
keiten zuordnet, heifit Gleichverteilung.

Wahrscheinlichkeitsverteilungen konnen diskret oder stetig sein. Wir gehen
zunéachst davon aus, daff die Zufallsvariablen diskret sind, d.h. endlich viele
oder iiberabzahlbar unendlich viele Hypothesen enthalten. Die Zuordnung
von Wahrscheinlichkeiten zu den Hypothesen einer Zufallsvariable wird Ver-
teilung oder Wahrscheinlichkeitsverteilung genannt. Bei diskreten Zufallsva-
riablen sprechen wir von diskreten Verteilungen. So ist die , Augenzahl® eine
diskrete Zufallsvariable, und Gleichung 1.8 stellt eine diskrete Wahrschein-
lichkeitsverteilung dar.

Wir benotigen Wahrscheinlichkeitsverteilungen u.a. in den Kapiteln 3, 4 und
B

1.1.3 Mittelwert und Stanardabweichung

Zwei wichtige Konzepte der Stochastik, die wir in Kapitel 4 und 5 bendtigen,
sind Mittelwerte und Stanardabweichungenen. Sei der Wert einer Zufallsva-
riable X' n-mal gemessen worden, d.h. es sei ein Mefireihe der Lange n mit
Untersuchungsmerkmal X durchgefiihrt worden (z.B. 10-maliges Wiirfeln
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it 2 Wiirfeln mit der Zufallsvariable , Augenzahl® als Untersuchungsmerk-
mal,

Dann heifft die Zahl

u(x) = 212 (1.9

mit @; dem Wert der Zufallsvariable bei der i-ten Versuchsdurchfiithrung
Mittelwert der Versuchsreihe.

Die Zahl

heiBt Standardabweichung der Variable X. Die Standardabweichung gibt an,
wie stark die Werte einer Versuchsdurchfithrung im Mittel vom Mittelwert
abweichen.

1.1.4 Bedingte Wahrscheinlichkeiten

Dabei sind die Wahrscheinlichkeiten in einem Kontext k zu sehen, wobei
k eine Menge allgemeiner Annahmen iiber den Zustand der Welt wihrend
der Versuchsdurchfiihrung darstellt. Daher miifte man statt p(e) eigent-
lich P(e | k) schreiben (dies ist die Schreibweise fiir » Wahrscheinlichkeit
fiir das Bintreten des Ereignisses e unter der Vorraussetzung, da8 k gilt*).
Wir schreiben dennoch nur p(e), wenn angenommen werden kann, dall der
allgemeine Kontext iiber die Versuchsdurchfithrung hinweg konstant bleibt
([Pea88], S. 29 £.). pleales) wird bedingte Wahrscheinlichkeil fiir e4 unter
Bedingung ep genannt. Fiir bedingte Wahrscheinlichkeiten gilt nach [Vied7],
5.6 u.a.:

o 0 <pleales) < 1.

e Unter der Annahme, daB sich die Ereignisse eq und ep gegenseitig
ausschlieflen (disjunkte Ereignisse), gilt:

plea V eplec) = plealec) + pleslec)- (1.11)

o Falls das Eintreten von eg bereits bekannt ist und damit der Informati-
onsstand von e auf ecAep steigt, gilt ohne weitere Einschrankungen®:

plea Aeglec) = plealen A ec) - Pleslec)- (1.12)

*und damit auch chne Annahmen {iber die Abhiingigkeit oder Unabhingigkeit der
Ereignisse ¢4, ep und ec
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Bedingte Wahrscheinlichkeiten sind der Ausgangspunkt fiir den Bayesschen
Formalismus ([Pea88), S. 30). Fiir die bedingte Wahrscheinlichkeit plealen)
gilt nach [KKKK89], S.69, [Bos95], S. 30 und anderen folgende wichtige
Gleichung der Bayesschen Statistik:

plea Aen)
eqleg) = ————=. 1.13
P{ AI H} p{ea} [ ]
Die Umformung der Gleichung zu
plea Aep) =pleales)ples) (1.14)

ist auch unter dem Namen Multiplikationssatz bekannt.

1.1.5 Eine erste Anwendung und ihre Probleme

Wir kénnen bedingten Wahrscheinlichkeiten bereits fiir kleine diagnoseun-
terstiitzende Berechnungen einsetzen (s. Abbildung 1.1). Dazu benétigt man
eine Menge 8§ von Symptomen und eine Menge P von Diagnosen. Aus der
Menge von Symptomen wihlt der Anwender eine Teilmenge 5 von Sym-
ptomen aus, die im vorliegenden Krankheitsfall als bekannt vorhanden (5;)
oder als bekannt nicht vorhanden (—5;) ermittelt werden konnten. Das Er-
gebnis der Symptomermittlung ist das Ereignis eg, das eine Kombination
vorliegender bzw. nicht vorliegender Symptome darstellt. Auf diese Eingabe
wird der Algorithmus 1 (siehe 5. 5) angewendet.

Algorithmus 1 Diagnosesicherheit mit bedingten Wahrscheinlichkeiten
erzeuge leere Liste L;
es = Ng,e8 55 A Nos,es 75k
for all Diagnosen I); € D do
berechne p(ep, | es) nach Gleichung 1.13;
fiige das Tupel (D;,plep, | es)) zu L hinzu;
end for
sortiere L nach Wahrscheinlichkeitswerten;
zeige L an.

Die Werte p(ep, | e5) bezeichnen die Wahrscheinlichkeit fiir die Richtigkeit
einer Diagnose D;. Wir bezeichnen diese daher mit dem Begriff Diagnosesi-
cherheit fur D;.

Um die Diagnosesicherheit nach Gleichung 1.13 berechnen zu kbnnen, bendtigt
man die Wahrscheinlichkeiten p(ep, Aeg) und die Wahrscheinlichkeiten p(eg).
Um diese zu erhalten braucht man eine Tabelle (s. Tabelle 1.1 als Beispiel),
in der in den Zeilen die Diagnosen D;, und in der in den Spalten Symptom-
kombinationen notiert sind. Die Eintrdge in der Tabelle entsprechen den
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Abbildung 1.1: Ein einfacher Ansatz

Anzahlen der Krankheitsfille, in denen die Symptomkombination der Spal-
te aufgetaucht ist und gleichzeitig die Diagnose D); korrekt gestellt wurde,

Beispiel 1 Der Anwender hat die Symptome §; und Sy (s. Tabelle 1.1)
bei einem Krankheitsfall festgestellt. Das Symptom So wurde nicht festge-
stellt. Er michte nun wissen, welche der Diagnosen Dy, Do, Dy, Dy die
wahrscheinlichste ist.

Aus der Tabelle erhilt man mit n der Gesamtzahl der in der Tabelle einge-
tragenen Krankheitsfille (d.h. Summe aller Eintrige in der Tabelle):

plep, A€sn-5:05;)

ples,a-s.08,)
hlep, Aes, AmEan5,)
Fil

file s, nsynsy)
T

(1.15)

P{Epl|eslﬂ"'32ﬂ53}

13715
= BH5T2H043

6

933

B s s 2 3
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Diagnose Symptomkombinationen
=51 A—S: A0Sz | SLASE AT | S A S A8 | 281 A 8 A S

D, 0 1234 821 338
Ly 0 0 23 £23
Dy 0 12 1 36
b, 0 482 251 29

Diagnose Symptomkombinationen

Sy A Sz A 83 LS1."‘-"'S¢-I"I.33 =51 A8 NS | SiAS: NS

Iy 2333 G 3754 112

0, 433 572 333 311

Dy 3 0 63 3

Dy 085 3565 a1 89

Tabelle 1.1: Tabelle mit nur 3 Symptomen

= 0.64%
Analeg wird berechnet:
plepslesin-snss) = 55 (1.16)
13713
¥
s
~ 61.31%
0
plenslesia-s:ns:) = gz = 0% (1.17)
355
plep,lesn-s:08:) = T 38.05% (1.18)

Damit ist Do die wahrscheinlichste Diagnose. Danach folgen Dy und mit
geringer Diagnosesicherheit Dy sowie Dy,

Zur Beurteilung eines Patienten werden jedoch nicht nur die akuten Sym-
ptome herangezogen, sondern die gesamte Krankengeschichte. Die Kranken-
geschichte setzt sich nach [MS62], 8. 1 ff. aus vier Teilen zusammen:

* Anamnese (Vorgeschichte) bestehend aus teilweise unsicheren Anga-
ben:

— Beruf des Patienten,
— Krankheiten in der Familie (Familienanamnese),
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— hesondere Erkrankungen (Tuberkulose, Bluthochdruck etc.),
— Kinderkrankheiten,

— Schutzimpfungen,

— Rauch- und Trinkgewohnheiten,

— Lebensgewohnheiten (Sport, Berufserkrankungen, Gefangenschaft
ete.),

Vorboten der Krankheit (z.B. Miidigkeit, Appetitlosigkeit, Ge-
wichtsverlust),

— gegenwiirtige Klagen, wie Schmerzen, Erbrechen, Husten, Schwin-
del.

e Status praesens (Befund) mit teilweise unsicheren oder unbekannten
Informationen. Der Befund wird mittels der kérperlichen Untersu-
chung ermittelt. In einen Befund gehoren unter anderem

— Kérpertemperatur,
— Augenstellung und Augenreflexe,

— Ohrenspiegelbefund, Hortest,

Lippen- (Blasse, Feuchtigkeit), Gebif- (Kronen etc.), Mundschleimhaut-
und Zungenbeschaffenheit sowie

— Beschaffenheit von Hals, Wirbelsiule, Brust, Lunge, Herz, Bauch,
Gliedmafien und Nervensystem.

I

e Wenn nétig, weitere Untersuchungen (Nachtrage), z.B.

— Harn, Kot,
Darmsaft, Mageninhalt,

Pulsfrequenz, elektrokardiographische Untersuchungen, Atemfre-
quenz,

|

Rintgenuntersuchungen, Fieberkurve, und vieles mehr.

e Epikrise (SchluBbetrachtung): Sie enhdlt die Zusammenfassung von
Anamnese, Befund und Nachtriagen. Hinzu kommt die endgiiltige Dia-
gnose, differentialdiagnostische Uberlegungen und Angaben iiber Mor-
biditit (Verhiltnis der Zahl der Erkrankten zur Zahl der Gesamt-
bevilkerung), Mortalitat (Verhiltnis zwischen Anzahl der Gestorbe-
nen zur Zahl der Gesamtbevélkerung), und Letalitit (Verhaltnis der
Zahl der Gestorbenen zur Zahl der Erkrankten).

Unsichere oder gar nicht bekannte Angaben kénnen mit der im obigen Bei-
spiel dargestellten Methode nicht erfat werden. Solche Angaben sind jedoch
hiufig zu finden. Beispielsweise ist es in der Notfallmedizin oft nicht miglich
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herauszufinden, ob der Patient Schmerzen an bestimmten Korperteilen oder
Organen verspiirt, da er sich im Zustand der Bewufitlosigkeit befindet. Die
Anamnese ist dann ebenso nicht oder zumindest nicht sicher festzustellen
(findet man am bewuftlosen Patienten Tabak so weif man nicht sicher, ob
der Patient Raucher ist oder nicht, man kann es nur mit einer gewissen
Wahrscheinlichkeit vermuten).

Beschrinkt man sich bei den Symptomfeststellungen auf die beiden Aus-
pragungen ,Symptom vorhanden® und ,Symptom nicht vorhanden® wver-
liert man wichtige Informationen, die sich am leichtesten am Beispiel von
Schmerzen darstellen lassen: Schmerzen kénnen vielfaltige Formen haben,
beginnend bei leichtem Unwohlsein iiber stechenden Schmerzen, chronische
und akute Schmerzen, starke und schwache Schmerzen differenziert nach
schmerzempfindlichen und schmerzunempfindlichen Patienten etc. Ein wei-
teres Beispiel fiir die Unzulinglichkeiten einer bindren Ausprigung eines
Symptoms ist das Fieber. Nicht nur, daB Fieber fiir verschiedene Personen
bei verschiedenen Temperaturen beginnt, es muB auch unterschieden wer-
den zwischen verschieden starkem Fieber. Zwar kinnte man unterschiedliche
Auspragungen eines Symptoms wiederum als verschiedene Symptome defi-
niert werden (logisch méglich, medizinisch jedoch nicht addquat), dies wiirde
aber in extremen Dimensionen der Tabelle ausufern.

Weiteres Problem ist, dafl kausale Abhéngigkeiten zwischen Krankheiten
und Symptomen * nicht ausgenutzt werden. So kann eine Krankheit vollig
unabhéngig davon sein, ob es einen positiven oder negativen Befund bei der
réntgenologischen Untersuchung gibt. In obigem Beispiel miiite die Infor-
mation iiber einen rontgenologischen Befund gespeichert und bei der Ein-
gabe angegeben werden®, ohne dafl dies die Diagnosesicherheit beeinflussen
wiirde.

Ferner wird dadurch Speicherplatz verschwendet: Zu jeder Symptomkom-
bination mit positivem réntgenologischen Befund wire eine Symptomkom-
bination mit negativem rontgenologischen Befund nétig, auch wenn diese
Information nichts zur Diagnosesicherheit beitragt.

Die im obigen Beispiel genannte Methode ist hinsichtlich der Speicherkom-
plexitit der nitigen Tabelle untragbar:

Beispiel 2 Nehmen wir an, es seien 30 Symptome zu identifizieren und
10000 mégliche Diagnosen® stinden zur Auswahl. Nehmen wir weiter an,

4“oder gwischen Symptomen und anderen Symptomen oder swischen Krankheiten und
anderen Krankheiten

§  was wiederum bedeutet, daf ein Rontgenbild gemacht werden miifite, was nicht
unerhebliche Kosten sur Folge hitte,..

®In [ICD93], einem internationalen Schliisselverzeichnis fiir Diagnosen, sind grob
geschitzt {iber 40000 Diagnosemdglichkeiten aufgezdhlt
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es wiirde pro Eintrag in der Tabelle ein Eintrag von einem Halbbyte” Linge
erforderlich. Dann briuchte man 2 + 10000 = 0.5 Bytes® Speicher, dies ent-
sprichi ca. 4,9 TByte.

1.2 Vektoren und Matrizen

Dieser Abschnitt paBt eigentlich nicht recht in dieses Kapitel. Wir wollen
hierfiir kein gesondertes Kapitel beginnen, da wir nur sehr kurz erkliren
wollen, wie mit Vektoren und Matrizen gerechnet wird. Genauere Erlaute-
rungen finden sich in [NBES82] und vielen anderen. Wir bendtigen diese
Kenntnisse in den weiteren Kapiteln.

Ein Vektor & ist ein geordnetes Tupel von Zahlen. Man kann dieses Tupel
von Zahlen in Form einer Zeile

T = (21,22, %n) (1.19)

schreiben, Dlann nennen wir den Vektor Zeilenvektor. Einen in Form einer
Spalte geschriebenen Vektor

1
2

7= (1.20)

L

bezeichnet man als Spaltenvektor. Speziell Vektoren sind der Einsvektor _f,
der nur Einsen enthilt, und der Nullvektor ﬁ, der nur Nullen enthalt.

Oft ist es gleichgiiltig, welche Form der Vektor annimmt. Wichtig ist in
diesen Fillen nur, dafl der Vektor ein geordnetes Tupel mit n Werte ist
(n-Tupel). n ist die Grofe des Vektors.

Fiir beliebige Vektoren & der Gréfie n und beliebige reelle Zahlen a gilt

@ -y
@ - Lo
a- T = : (1.21)

[ LR

Dieses Produkt heiBit skalares Produkt, die sugehorige Operation S-Multiplikation.

"ein Halbbyte wird auch als Nibble bezeichnet
%gs gibt 2* mbeliche Symptomkombinationen bei 3{ Symptomen binfirer Ausprigung
{vorhanden, nicht vorhanden)
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Wir definieren den Operator x (Vorsicht! Dieses Produkt kann leicht mit
dem Vektorprodukt ? verwechselt werden!) zwischen zwei Vektoren der Grofie
n als elementweise Multiplikation der Werte in den Vektoren:

T n Tt
T3 2 T2 Y2

XY = 3 I = : (1.22)
Tn n Ty " Wn

Eine Matrix M ist eine zeilenweise Anordnung von Zeilenvektoren =

x{ Wit RS N S
74 BT a8 L. T

=] = = G (1.23)
ﬁ Tl Epd . Tpm

oder von Spaltenvektoren. Fine spegielle Matrix ist die Einheitsmatrix E.
Die Einheitsmatrix ist eine quadratische (m x m) Matrix der Form

1 0 0
0 1 ... 0

E= il (1.24)
0 0 1

Die transponierte Matrix M7 entsteht, in dem man die Zeilen einer Matrix
als Spalten und die Spalten einer Matrix als Zeilen schreibt, z.B. ist

= T—(135) (1.25)
5 6 O :

So entsteht aus einer (m x n)-Matrix (mit m Zeilen und n Spalten) eine
{n % m)-Matrix (mit n Zeilen und m Spalten).

Das Produkt einer (m x n)-Matrix A mit den Eintrigen a;; und einem
Vektor @ der Grifle n ist definiert als

431 B12 .ei GLn Ty Y1
a2 ] a3 ... O2n ra ya

kil o o (1.26)
Aml @Tm2 . Gmn T Yn

#auch als Kreuzprodukt bezeichnet
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mit
L
W= Z G,'I_.; tEg. {1.2?]
i=l

Das Produkt zwischen zwei Matrizen ist dann definiert, wenn die eine eine
(m x n)- und die andere eine (n x m)-Matrix ist:

[ @11 a1z ... a1n \ [ b1 bz ... bim
e b as1 Gaa ... 0-2_,“ b1 b2z ... 52:m.
k”’ﬂ:,l O, 2 - a.mrﬂ) bﬂ“l bﬂ1g E‘n,m
( €11 €12 -+« Clam \
€21 @32 ... C3m
k fmd Cm2 -+ Cmm jJ
(1.28)
mit
i
Cij =D ik bk (1.29)
k=1

Die Multiplikation von Matrizen ist nicht kommutativ. Wir kommen damit
mun wieder zuriick zur Bayesschen Statistik.

1.3 Zentrale Aussage der Bayes-Statistik

1.3.1 Unabhingige Ereignisse

Wir werden feststellen, daB eine Datenreduktion durch eine Annahme iiber
die Unabhingigkeit von Ereignissen moglich ist. Zwei Ereignisse ¢4 und ep
heiflen stochastisch unabhéingig '’ genau dann, wenn gilt (vgl. [LW92], S.
35)
pleales) = plea), (1.31)
wenn ep also nichts zur Erklirung von e4 beitrigt.
"% An anderen Stellen, wie .B. in [F$886], 5. 63 und [Vie07], 5. 15, wird die Unabhéngig-
keit von eq und ep anders definiert: eq und es heifen unabhingig genan dann, wenn gilt
plea Aes) = plea) -ples). (1.30)
Beide Definitionen sind jedoch gleichwertig.
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1.3.2 Satz von Bayes

,Bedingte Wahrscheinlichkeiten bilden die Grundlage fiir statistische Dia-
gnosehilfen in der Medizin (Anwendung des sog. Bayesschen Satzes)* erklart
[Wer92], Kapitel 4.4. Auch fiir Bayessche Belief-Netze ist der Satz von Bayes
von zentraler Bedeutung. Sei ep eine Diagnose und eg ein Symptom.

Es gilt nach Gleichung 1.13

plep Aes)
epleg) = ————= 1.32
pleples) e (1.32)

g (ep Acs)

M
p{33|gﬂ] = p_fﬂ_?.s.'_+ [1_33]
plen)
Umformung von Gleichung 1.33 ergibt

plep Aes) = pleslen)plen). (1.34)

Aus der Einsetzung von Gleichung 1.34 in Gleichung 1.32 folgt der Satz von
Bayes:

pleples) = He)

Gleichung 1.35 gilt fiir alle, sprich sowohl unabhingige als auch voneinander
abhiingige Freignisse ep und eg (Satz von Bayes, vergleiche [Wic90], [Sie86]
u.a.). Dieses Faktum ist von sehr grofler Bedeutung, da das Vorliegen einer
bestimmte Krankheit (Diagnose, Ereignis ep) das Auftreten entsprechender
Symptome (Ereignis eg) bedingt, ep und eg also gerade nicht als unabhéngig
angenommen werden kénnen.

Die Wahrscheinlichkeit p(eples) bezeichnet man als Posteriori- Wahrscheinlichkeit.
Sie entspricht in unserem Fall der gesuchten Diagnosesicherheit'!. p(ep) und
ples) heien Priori- Wahrscheinlichkeiten. p(eslep) wird im deutschen wie

im englischen Sprachgebrauch ,als Likelihood bezeichnet, da es im deutschen

kein zweites Wort fiir Wahrscheinlichkeit gibt* ([Kle80], S. 115). Auch wir
wollen uns damit begniigen und den Begriff Likelihood verwenden.

1.3.3 Verwendung des Satzes von Bayes in der Diagnose

Der Satz von Bayes bringt uns dem Ziel der Diagnoseunterstiitzung ein
Stiick niher. Auf der linken Seite von Gleichung 1.35 steht das gesuchte
Ergebnis pleples): Das Vorliegen eines Symptoms S bei einem Patienten
ist bekannt und man méchte herausfinden, wie hoch die Diagnosesicherheit

U Zur Wiederholung: Es handelt sich um die Wahrecheinlichkeit der Richtigkeit einer
Diagnose D, wenn man weifi, dai das Symptom 5 vorliegt.
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fiir die Diagnose D ist, sprich mit welcher Wahrscheinlichkeit der Patient
unter I leidet. Auf der rechten Seite von Gleichung 1.35 findet man die
einfachen Wahrscheinlichkeiten plep) und p(eg), die recht leicht ermittelt
werden konnen (siehe bisherige Methode). Die Likelihood p(eglep) kann von
einemn Mediziner abgeschitzt werden, denn dies ist gerade das, was ein Medi-
ziner bereits im Studium lernt: Welche Krankheit bringt welche Symptome
{mit welcher Wahrscheinlichkeit} vor.

Den Satz von Bayes kann man (wie auch die bedingten Wahrscheinlichkei-
ten) erweitern, so dafl auch mehrere Symptome in die Berechung der Wahr-
scheinlichkeit fiir eine Diagnose einbezogen werden kénnen. Wir rechnen:

ples; Aes, A...Aes )lep)plen)
pleples, heg, A ... Aeg ) = & 1.36
(eples, ; ) ples, Aeg, A...heg,) :36)

Mit Gleichung 1.36 kann die Diagnosesicherheit fiir die Diagnose D bei Be-
kanntsein!? mehrerer Symptome §; berechnet werden. Die fiir die einzelnen
Symptome stehenden Zufallsvariablen kénnen mit den Werten ,liegt vor*
und ,liegt nicht vor® belegt werden. Wir schreiben e g, fiir ein vorliegendes
Symptom 5; und e_g, fiir ein nicht vorliegendes Symptom S§; sowie eg, als
zusammenfassung dafiir, daB einer dieser Fille vorliegt (sprich: ein Sym-
ptom ist bekannt, 2.B. dadurch, dafl der Diagnostiker untersucht hat, ob
das Symptom vorliegt oder nicht). Wir nehmen nun an, dafi die Symptome
untereinander stochastisch unabhéngig sind. Unter der Annahme der sto-
chastischen Unabhéngigkeit der Symptome gelten nach [Sie86], S. 29 und
[Pea88], S. 37, die Gleichungen 1.37 und 1.38.

P (/\ fs;) = [Iples:) (1.37)
i=1

=1

A (Ae

=1

ED) =t HFI:ES' len) (1.38)
i=1

Gleichung 1.38 entspricht dabei der Definition der stochastischen Unabhiingig-
keit in Bezug auf ein Ereignis ep aus [Kle80], S. 126.

Dies bedeutet, dal wir den Satz von Bayes fiir n bekannte, unabhingige
Symptome 5;, 1 < i < n schreiben konnen als

) (ED ;\E&_) _ [I21p(eslen) - plen) (139)

HF=1 pie:.?q}
Durch Gleichung 1.39 kann man sich nun von den notwendigen 2" Sym-
ptomkombinationen befreien. Man benétigt nur noch die Hiufigkeiten des

“ur Erinnerung: Unter dem Bekanntsein ist gemeint, dafl man weiff, daf das Symptom
vorliegt, oder dafi man weill, dafl das Symptom nicht vorliegt

=1
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Auftretens der einzelnen Symptome bei den einzelnen Diagnosen. Die An-
zahl der Tabellenspalten reduziert sich damit auf n. Zus&tzlich bendtigt man
noch eine Tabelle, in der festgehalten wird, welche Diagnose wie oft gestellt
wurde. Bei 10000 Diagnosen, 30 Symptomen!? und 1 Nibble pro Tabellen-
eintrag bendtigt man nur noch

10000 - 30 - 0.5 - 2 + 10000 - 0.5Byte = 150000Byte =~ 302, 8kByte (1.40)

Die Grifle der Datenbank ist auf ca. 5,8:107%% (1) der urspriinglichen Grofe
geschrumpft.

Diagnose unabhingige Symptome
es, es, €5, 5, s,
€45 | €5 | €48 | €-5; | €45 | S5 | B4 8 | €85y | €455 | €55
I 102 | 270 | 472 | 290 | 24 | 1003 | 1113 | 20 | 1%5 | 175
Dy 579 0 13 | 110 1 520 | 60 50 | 465 | 117
Dy 552 | 17 | 559 | 560 3 310 15 50 1 120
Dy 1369 [ 1 2530 | 517 [ 251 | 700 | 29 | 100 | 905 | 10
N ey J-s; | 2592 | 288 | 3574 | 1477 | 279 | 2533 | 1217 | 220 | 1546 | 422
Y e, 2880 8051 2812 1437 1968

Tabelle 1.2: Tabelle mit 5 unabhéngigen Symptomen

Diagnose | Anzahl
D, 1413
Dy 601
Dy 1210
Dy 3300

Krankheitsfille gesamt | 6524

Tabelle 1.3: Anzahl der verschiedenen Diagnosen bisher

Beispiel 3 Wir nehmen in diesem Beispiel an, die Symptome 51, 52, 53, 54
und S5 und damit die Ereignisse eg,, es, , €s,, €5, und eg, seien unabhingig.
Nach Tabelle 1.2 und Tabelle 1.5 soll die Diagnosesicherheit fiir die Diagnose
Dy berechnet werden, wenn bekannt ist, daf 51 und S5 vorliegen und 53 nichi

vorliegt.

plep, | e4s, Aeas, Aess,) (1.41)
_ plets len,) - ple-s;|ep,) - Ple+sslens) - plen,)

P{e‘l'sl B .P(e—'ss ) ‘P{e+33}
¥ die doppelt aufzufithren sind: einmal fiir , vorliegend®, einmal fiir  nicht vorliegend®
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570 200 465 601
_ 601 601 " B01 " 6534
e 1
2ERD 2812 © 1068
= 9,4%

Stellt der Diagnostiker fest, dafl auch das Symptom S vorliegt, so erhidlt
man auf analoge Weise einen Wert von ca. 0,3%, was sich dadurch erkldren
lifit, dafi in Tabelle 1.2 ey5, velativ zu eg, selten vorkommt. Erwartungs-
gemdf erhdht sich die Diagnosesicherheit, wenn man feststellt, defl Sz nichi
vorliegt: Man erhilt als Diagnosesicherheit ca. 10,1%.

Im allgemeinen kann nach dem Algorithmus 2 vorgegangen werden.

Algorithmus 2 Diagnosesicherheit mit dem Satz von Bayes
priife, ob Symptome aus 5 bis S5 bekannt sind;
Bekannt vorhandene Symptome 5; werden als €5 bhehandelt;
Bekannt nicht vorhandene werden als Ereignis e-g, behandelt;
for all Diagnosen do
Diagnosesicherheit wie in Beispiel 3 gezeigt berechnen;
end for
if Diagnose D, erweist sich als korrekt then
aktualisiere die Spalten fiir bekannte Symptome in der fiir die Diagnose
D, stehenden Zeile;
end if

Durch die letzte if-Anweisung in Algorithmus 2 wird gewihrleistet, daf
die Datenbanktabelle immer wieder auf den neuesten Stand gebracht wird
und das System aufgrund dessen mit der Zeit und mit jedem bestatigten
Krankheitsfall lernt.

1.4 Fortschreibung von Wahrscheinlichkeiten

1.4.1 Chancen

Im folgenden werden wir die Verhdltnisgleichungen nach [Pea88] vorstellen
und damit einen wesentlichen Grundstein fiir das Verstindnis Bayesscher
Beliefnetze legen. Wir bendtigen eine Unterscheidung, ob eine Diagnose 1D
vorliegt oder nicht. Wir schreiben analog zur Ereignisschreibweise fiir Sym-
ptome e, p fiir das Ereignis, dafl D vorliegt und e_p fiir das Ereignis, dafi
D nicht vorliegt.

Es ist

P{ES I E'i-ﬂ} +FEE+D} [1.42]

ples)

plesn | es) =
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und gleichsam s
ples | e-p) - ple-p
e_pleg) = : 1.43
ple-p | es) S0 (1.43)
Aus diesen Gleichungen setzt sich das Verhiltnis
plesp | es)
Ole = — = 1.44
{ +D iGS] P{E—-D IeS] [ }
£gle ol e
€5

egle-plple-n
&g

ples | e«n) ple+n) ples)
ples) ples | e-p) - ple-p)
ples | exp) - plesn)
ples | e-p) - ple-p)
gusammen. Wir bezeichnen dieses Verhiltnis der Posteriori-Wahrscheinlichkeiten

als Posteriorichance, In [Pea88] wird das Verhiltnis mit dem Begriff , poste-
rior odds® bezeichnet.

Gleichung 1.45 stellt den Zusammenhang zwischen Chance und Wahrschein-
lichkeit dar.

0(4)

p(A) = TT0(A) (1.45)

[Pea88] bildet noch zwei weitere Verhilinisse:
s ,prior odds® ( Priorichance):

Ole+p) = % (1.46)

o likelihood ratio* (Likelthoodchance):

P{ES | e+ﬂ] [1'4?}

Leslern)= e | e-p)

Die Posteriorichance lafit sich schreiben als Produkt der beiden letztgenann-
ten Chancen (Priorichance und Likelihoodchance):

Ofe+p | es) = Ofetp) - Lies [ e4p) (1.48)

Die Diagnose (Hypothese) D wird durch die beiden Komponenten O(eyp)
und L{eg | esp) erklirt. Da Ofeyp) in einem allgemeinen Kontext K
(siehe hierzu Seite 4) zu sehen ist, erkliirt diese Komponente die Poste-
rioriechance mittels dieses allgemeinen Kontextes. Die Komponente L{eg |
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e p) enthilt den durch das Ereignis es bewirkten Erklirungsanteil. L(eg |
e p) unterstiitzt die Posterioriechance hingegen dadurch, dafi das Vorhan-
densein/Abhandensein eines Symptoms bekannt ist.

Das folgende Beispiel aus [Pead0] zeigt, wie ndtig es sein kann, die Verhalt-
nisgleichung zu verwenden.

Beispiel 4 Fine Alarmanlage heult. Man méchte wissen, wie hoch die Wakr-
scheinlichkeit dafiir ist, dafl ein Einbruch stattgefunden hat. Bekannt sind
folgende Dalen:

o mit 95-prozentiger Wahrscheinlichkeit wird durch einen Einbruch ein
Alarm ausgeldst: p( Alarm|Einbruch) = 0.95.

e Es gibt eine kleine Wahrscheinlichkeit von 0.01, daff der Alarm durch
ein anderes Ereignis ausgeldst wird: (p( Alarm|kein Einbruch) = 0.01).

e Die Chancen, daf in einem gegebenen Haus in einer beliebigen Nacht
eingebrochen wird stehen laut Polizeistatistik bei 1:10000, d.h. p( Einbruch) =
0.0001.

Nach dem Satz von Bayes miifite man rechnen:

pl Alarm|Binbruch) - p( Alarm)
p| Einbruch)

pl Einbruch|Alarm) = (1.49)

Leider ist jedoch p(Alarm) nicht bekannt. Daher kann man stattdessen die
Verhiltnisgleichung verwenden:

O(FEinbruch|Alarm) = O(Einbruch) L{Alarm|Einbruch) (1.50)

_ p( Einbruch) p( Alarm|Einbruch)
~ plkein Einbruch) p(Alarmlkein Einbruch)
00001 095
~ 1-0.0001 0.01
= 0.0095
Damit ist
; h| Al
p(Einbruch|Alarm) = QtAkibdiharn) 0.00941 (1.51)

1 + O(Einbruch|Alarm)

Erstaunlich ist im oben genannten Fall die geringe Einbruchswahrschein-
lichkeit bei heulendem Alarm. Dies liegt vor allem daran, dafl die Wahr-
scheinlichkeit fiir einen Einbruch so gering ist. Man beachte jedoch auch das
Verhiltnis zwischen p(Einbruch) und p(Binbruch|Alarm) (0.0001:0.00941).
Dadurch, daf man den Alarm gehért hat wird die Einbruchswahrscheinlich-
eit ver-04-facht. Die Hypothese, daB ein Einbruch stattgefunden hat wird
also durch den Likelihood-Faktor stark unterstiitzt.
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1.4.2 Fortschreibung von Chancen

Wir erweitern die Berechnung von Chancen nun auf mehrere Symptome.
Dazu setzen wir vorraus, dab die Symptome §;, 1 <1 < n stochastisch
unabhéngig voneinander sind. Wir ersetzen das Ereignis eg aus Gleichung
1.48 durch das zusammengesetzte Ereignis A\i, es;.

Olesn | Nes) = O(e4p) L\ es; | e+) (1.52)
i=1

p— e . p[ﬂll o5 l E+D)
= {3‘[ +D} P{ﬁ?:l eg, I'E'!D:I
B i T1L, ples, | e+p)

Olesp) 1L, ples; | e-p)

T

— g H ples, | e+p)

i—=1 PEES1 1 E_‘D}
= Ofesp) - [[ Lles. | e+p)
i=1

Die Berechnung der Diagnosesicherheiten wird etwas komplizierter. Dies ist
der Preis, der gezahlt werden muf, um mit wesentlich kleineren Tabellen ar-
beiten zu kénnen. Man bendtigt nur eine Tabelle mit den absoluten Héufig-
keiten des Auftretens bestimmter Symptome und eine Tabelle mit den ab-
soluten Haufigkeiten der Diagnosen.

Der Vorteil von Gleichung 1.52 ist, daB man mit einer Tabelle absoluter
Wahrscheinlichkeiten mit N Diagnosen in N Zeilen und n Symptomen in n
Spalten auskommt.

Einen interessanten und im weiteren Verlauf wichtigen Aspekt der Bayes-
Statistik unter der Annahme der stochastischen Unabhéngigkeit von Ereig-
nissen ist die zeitliche Fortschreibung von Wahrscheinlichkeiten bzw. Chan-
cen. So schreibt [Pit75], S. 142:

,The form of Bayes’ theorem that applies when information is conditionally
independent (...) No matter how long sequence of information, each event
may be encoded as a likelihood ratio and then forgotten.” (Zitiert nach:
[Kle80], S. 127).

Nehmen wir an, wir kennen bereits die Chance O(ep|AiZ;es,) und es
kommt ein Symptom Sp4q hinzu. Dann ist

0 (e Aes ) =0 (e

=1

L

A "5) -L (es,4:| D) (1.53)

=1
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nach [PeaB8], 5.38.

S.+1 ist ein Symptom, das zu den bereits bekannten Symptomen hinzu-
kommt. Dieses Symptom kann aus der Antwort eines Patienten auf eine
Frage des Arates folgen (,Leiden Sie oft unter Lustlosigkeit?), oder auch
aus medizinischen Tests (z.B. Messung der Leukozytenzahl'*) folgen.

Udie Leukozytenzahl ist die Anzahl der weifien Blutzellen pro Kubikzentimeter. Sie
kann 2.B. bei Poneumenie, Appendizitis und anderen Entziindungen erhiht sein, In diesem
Fall spricht man als Symptom von Leukozytose ([Psci4])




Kapitel 2

Wahrscheinlichkeitsrelevanz

In diesem Abschnitt stellen wir eine Méglichkeit vor, wie die Fortschreibung
von Chancen eingesetzt werden kann, um die Unterstiitzung der Diagnosesi-
cherheit durch medizinische Untersuchungen und Tests vorherzusagen. Dazu
fiithren wir eine Kennzahl ein, die wir Wahrscheinlichkeitsrelevanz nennen.
Uns erscheint diese Zahl interessant aus wirtschaftlichen und aus zeitlichen
Griinden.

2.1 Einfiihrung der Wahrscheinlichkeitsrelevanz

Durch Einsetzung von Gleichung 1.53 in Gleichung 1.45 erhélt man

n+1 _ OfeplAiLies:)- L (es5.,.] eD)
: (ED a/z\l ESi) 1+ (O(en|Nizies ) L {53n+1| ep)) o

als eine Gleichung zur Diagnosesicherheits-Prognose. Sie kann eingesetzt
werden, wenn man medizinische Tests plant.

Mit dieser Gleichung kann im Vorfeld eines medizinischen Test festgestellt
werden, ob man, wenn man bei dem Test das neue Symptom 5,1 feststellt,
mit einer Veriinderung der Wahrscheinlichkeit fiir die Diagnose D rechnen

kann oder nicht. Bel
41
N\ es. ) —p (Er.r

L
=1

veriindert sich die Diagnosesicherheit fiir Diagnose D kaum, so dafl der Test
auf das Symptom Sy, kaum lohnt!.

;\ Es; ) =0 (2:2)

i=1

'"Wir werden die vage Phrase  kaum lohnt" noch weiter spesifizieren.

21



22 KAPITEL 2. WAHRSCHEINLICHKEITSRELEVANZ

Definition 1 (Wahrscheinlichkeitsrelevanz) Die reelle Zahl

n+1 T
P (cﬂ A es.-) . (eﬂ /\e.sa-) ‘ (2.3)
i=l1

=1
ist ein Maf fiir die Unterstifzung einer Diagnose durch ein neues Faok-
tum. Wir bezeichnen diese Zahl mit dem Begriff Wahrscheinlichkeitsrelevanz
Wahrscheinlichkeitsrelevansz, ¢

Ra =

Die Wahrscheinlichkeitsrelevanz zeigt dem Anwender an, um welchen Wert
sich die Diagnosesicherheit durch das Bekanntsein eines neuen Symptoms
verandert, Symptome mit grofler Wahrscheinlichkeitsrelevanz sind die wich-
tigsten nachzupriifenden Symptome.

Nehmen wir nun an, das Symptom S, kénnte mehrere Ausprigungen® an-
nehmen. Dann schreiben wir fiir das Ereignis, dafl das Symptom S, die
Ausprigung a annimmt eg, —,. Damit definieren wir:

Definition 2 (Diagnoserelevanz von 5, unter Ausprigung a) Die Zahl

n n
'P(ED AES. """'ES-_;-za) "'P(ED Af:g:.)

=1 i=1
bezeichnen wir als Diagnoserelevanz von S; unter Ausprigung a. ¢

Ra(Sz,a) = (2.4)

Die Zahl Ra(S;,a) ist der Wert, um den sich die Diagnosesicherheit verandert,
wenn man ein Symptom 5, nachpriift und feststellt, dafi die Ausprigung
a vorliegt. Wir wollen nun herausfinden, welchen Einflull das Symptom auf
die Diagnosesicherheit hiichstens haben kann. Dieser Einflufi ist bei der Aus-
prigung @ von S; erreicht, bei dem die Diagnoserelevanz von 5, unter Aus-
prigung a den gréfiten Wert annimmt, so daBl wir definieren:

Definition 3 (Diagnoserelevanz von 5;) Die Zahl

n
P (eﬂ N esi A es.,za) =P (en

'Ra{gz] = max {
. =]
heifit Diagnoserelevanz von 5;. §

} (2.5)

Das Zeichen R steht fiir den Begriff der Relevanz. A soll wie in der Mathema-
tik {iblich daran Erinnern, daB die Relevanz aus einer Differenz entstanden
1st.

)

i=]

*die schlieBt den binfiren Fall ein
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Mit der Definition 3 haben wir nun ein Hilfsmittel zur Verfiigung gestellt,
mit dem wir leicht feststellen kdnnen, welches Symptom den griften Einflufl
auf die Diagnosesicherheit haben kinnte und damit, welches Symptom als
nichstes zu priifen ist, um eine gute Diagnose im Sinne einer mit hoher
Wahrscheinlichkeit korrekten Aussage gefunden werden soll. Wir verwenden
die Definitionen 2 und 3 in Algorithmus 3 fiir eben diese Aufgabe.

Algorithmus 3 Aufdeckung der wichtigsten zu priifenden Symptome
ergeuge eine leere Liste L;
wihle eine Menge 8§ C S;
8., =8-58;
wihle die vermutete Diagnose D € D;
for all 5; €5, do
for all Ausprigungen a von S; do
max. Wert = (;
berechne Ra(5;,a);
if Ra(S:,a) > max. Wert then
max. Wert = Ra(S:,a);
end if
: der max. Wert entspricht nun Ra(Ss)...
end for
fiige Tupel (S;, Ra(S;:)) zu L hinzu;
end for
sortiere L absteigend nach Ra(S:);
zeige L an.

Nun weifi man, welches Symptom welchen maximalen Einflul auf die Sicher-
heit einer bereits vermuteten Diagnose haben kann.

In welche Richtung die Diagnosesicherheit verindert wird kann festgestellt
werden, in dem man die Betrige in den Berechnungsformeln fiir die Kenn-
zahlen Ra, Ra(S:) und Ra(S:,a) entfernt und so die gerichteten Relevan-
zen R_,, R(S:) und R_,(S;,a) erhilt. Negative Werte gerichteter Rele-
vanzen bedeuten dann eine Verringerung der Diagnosesicherheit, d.h. eine
Verkleinerung der Wahrscheinlichkeit, dafl diese Diagnose korrekt ist. Posi-
tive Werte gerichteter Relevanzen bedeuten, daB sich die Diagnosesicherheit
erhoht.

2.2 'Wahrscheinlichkeitsrelevanzfaktor

Ein sweiter moglicher Ansatz, die Relevanz eines Symptoms fiir die Dia-
gnosesicherheit, ist die Berechnung von Relevanzfaktoren. Sie gestaltet sich
prinzipiell etwas einfacher, haben aber dafiir den Nachteil, da man nicht
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auf den ersten Blick sehen kann, wie stark® sich das Bekanntsein eines Sym-
ptoms auf die Diagnosesicherheit auswirkt.

Wir bilden hier keine Differenz sondern einen Quotienten unter Verwendung
des Satz von Bayes und der Annahme der stochastischen Unabhingigkeit
der Symptome wie folgt:

T 13[ :":1l3 .'13 }P':E )
: (“" ‘;\;11 "’5-) = PN es) (26)
p {ED |ﬁ.:'1=1 Eg; } i P{ﬁ?zl e len ]P{ﬂp] ’
p{l‘"‘l?:l'eii}
AL 2 (h::ll i |eg)p[ep} 3 P(f\?:l es;)
p( :‘:11 ES.-) F{f"'-?:l es; lep)p(en)

p (N es; len ) p(en) P (AL es:)
p (A f-s.-) P(Aiies: len)plen)
p(AL;es lep)p (es.. len) plen) P (AL es:)
p(Niz1es:)p (es.,.) P (A1 es lep)p(en)
r {E-Sn+1 len )
P (‘35.14.1}

Offensichtlich ist der letzte Quotient eine Zahl, mit der man p (ep |\l ; es; )
multiplizieren kann, um als Ergebnis p (e D ‘ ﬁ-::il € S'.) zu erhalten. Dieses
Ergebnis bedeutet, dafi nicht nur eine Fortschreibung von Chancen nach
den Ausfithrungen in Abschnitt 1.4.2 méglich ist, sondern auch eine direk-

te Fortschreibung von Wahrscheinlichkeiten. Hat man eine Diagnosewahr-
scheinlichkeit berechnet und kommt nun ein neues Symptom hinzu, so wird

die bisherige Diagnosesicherheit nur noch mit % multipliziert, und
n41

man erhiilt die neue Diagnosesicherheit. Wir wollen diesen Quotienten des-
halb definieren als:

Definition 4 (Wahrscheinlichkeitsrelevanzfaktor) Die Zahl

PES, 44 IED

Ro = P (e50ss len) (2.7)
P l|{“:"-'f"m+1 :]

bezeichnen wir als Wahrscheinlichkeitsrelevanzfaktor. §

Das Zeichen & soll daran erinnern, dafi wir Wahrscheinlichkeiten durch Mul-
tiplikation mit dem Wahrecheinlichkeitsrelevanzfaktor ,updaten® kénnen.

Analog zu den Definitionen 2 und 3 definieren wir daher weiter:
3

Hum wie viele Prozent®
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Definition 5 (Diagnoserelevanzfaktor von S; unter Ausprigung a)

Die Zahl
P (eS,p1=alen)

Ra(Sz,a) = (2.8)
P {£5n+1=ﬂ-}
heifit Diagnoserelevanzfaktor von S; unter Ausprigung a. ¢
Definition 6 (Diagnoserelevanzfaktor von S;) Die Zahl
RelSs) = max{ (¢5ia=alen) (2.9)
o | p(esuii=a)

heifit Diagnoserelevanzfaktor von 5,. ¢

Das Verfahren, den Diagnoserelevanzfaktor von S, als eine Zahl aufzufassen
ist nicht unproblematisch, wie folgendes Beispiel zeigt:

Beispiel 5 Das Symptom S habe drei Ausprigungen a, b und ¢. Es sei

Ro(S:ra) = 1.1 (2.10)
Ro(Sz,b) = 0.8 (2.11)
Ro(S,,a) = 0.99 (2.12)

Dann kann das Wissen iiber 5, einen diagnosebestitigenden (bei Ausprigung
a) oder einen diagnoseentkriftigenden (bei Ausprigung b und c) Effekt ha-
ben.

Dies bedeutet, dall ein Symptom die Diagnosesicherheit in zwei Richtungen
heeinflussen kann. Demnach miissen wir, wenn wir den Diagnostiker bei der
Erhohung der Diagnosesicherheit oder bei der Entkriaftung einer Diagnose-
vermutung unterstiitzen wollen, dieses Symptom zweimal angeben: Einmal
als bestitigendes, einmal als entkraftendes Mittel.

Die beiden Werte fassen wir zum sogenannten Diagnoserelevangtupel zu-
Samminen:

Definition 7 (Diagnoserelevanztupel) Das Tupel

(Ro+(8z), Ro-(8z)) (2.13)

mit
Ro+(Ss) = max {F E_:fe:f‘;lj]ﬂ} } (2.14)

und
Ro-(S:) = min {%} (2.15)

bezeichnen wir als Diagnoserelevanztupel. ¢
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Mittels Algorithmus 4 erhalten wir zwel Listen: Eine Liste mit den mogli-
cherweise diagnosebestdtigenden Symptomen sowie eine mit méglicherweise
diagnosezuriickweisenden Symptomen.

Algorithmus 4 Aufdeckung der wichtigsten zu priiffenden Symptome II
erzeuge leere Rgo-Liste;
erzeuge leere R -Liste;
wihle eine Menge bereits gepriifter Symptome & C §;
Su=8-§;
wiihle die vermutete Diagnose D € D;
for all 5; € 5, do
Berechne (Ra+(5z), Ra-(5z));
if Rg4+(S:) > 1 then
fiige das Tupel (S;, Ro+(52) aur Re-Liste hinzu;
end if
if Ro_(S:) <1 then
fiige das Tupel (S:,Re_(S:) zur Rg_-Liste hinzu;
end if
end for
sortiere die Rg..-Liste absteigend;
sortiere die Ry _-Liste aufsteigend;
zeige beide Listen an.

Die Ausgabe des Algorithmus 4 kénnte wie in Abbildung 2.1 dargestellt
aussehen.

2.3 Einsatzmoglichkeiten

Die Diagnoserelevanzen und das Diagnoserelevanztupel haben einige interes-
sante Anwendungsmaoglichkeiten. Sie konnnen dazu eingesetzt werden, Dia-
gnosevermutungen systematisch zu bestatigen oder ebenso systematisch zu
wiederlegen.

Méchte man die Diagnosevermutung bestitigen, so findet man in der Rg4-
Liste eine Auswahl von Symptomen, mit denen die Diagnosesicherheit ma-
ximiert werden kénnten. Analog findet man in der Ry_-Liste Symptome,
mit denen die Diagnosesicher minimiert und damit ausgeschlossen werden
konnte.

Die verschiedenen Einsatzmoglichkeiten und Griinde fiir den Einsatz der
Diagnoserelevanzen, Diagnoserelevanzfaktoren und vor allem der Diagnose-
relevanztupel sollen nun in einem hypothetischen Beispiel erlautert werden.

Beispiel 6 Der Arzt 4 verfiigl in seiner Prazis iiber ein Diagnoseunterstiitzungs-
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Diagnose: XYZ-Syndrom

Bastitigende Symptoms Wiederlegende Sypmtcme

Fiabar: 1.3 Blutdruck: 0.5
Mandeln: 1.1 Haarausfall: 0.6
Leukozytenzahl: 1.04 Fiebar: 0.65
Blutzucker: 1.03 Fibrinogenwert: 0.83
Himatokritwert: 1.03 Blutzucker: 0.88
Cestrogene: 0,982

Abbildung 2.1: mégliche Ausgabe des Algorithmus 4

system, das mit Diagnoserelevanzen, Diagnoserelevanzfaktoren und Diagno-
serelevanztupeln arbeiten kann. Das Diagnoseunterstitzungssystem ist mil
einem zentralen Datenbankserver verbunden, der seine Daten idber Diagno-
sen und Symptome iber das Internet zur Verfigung stellt.

A empfangt einen Patienten P. Schnell stellt er fest, dafi P ein schwie-
riger Fall ist. A vermutet zunichst, daff P an der Tropenkrankheit K lei-
det. Erste Untersuchungen von Symptomen gibt A in sein DUS (Diagno-
seunterstiitzungssystem) ein in Form ven Wertepaaren (Symptom, Sym-
ptomauspragung). Das DUS meldet sich zurick mit einer Auflistung von
Diagnosewahrscheinlichkeiten fiir einige Krankheiten (s. Abbildung 2.2)

Mit diesem Ergebnis ist A noch nicht zufrieden. Zum einen ist thm die Dia-
gnosesicherheit von 70.2% zu wenig, zum anderen gibt es noch die Diagno-
semoglichkeiten D31 und T mit dhnlich hohen Diagnosesicherheiten. A 15t
kein Tropenezperte und ist daher froh, daf thn das DUS auf die Idee gebracht
hat, daff auch D31 und T als Diagnose durchaus in Frage kommen.

Er vermutet trotzdem, daff P unter K leidet. Dies mochte er durch weitere
Untersuchungen bestitigen. Er glaubt, daff eine Untersuchung von Symptom
511 Aufkirung bringt dariber, woran P tatsdchlich erkrankt ist. Er lafit sich
nun von seinem DUS den Diagnoserelevanzfaktor Rg(S11) berechnen. Das
Ergebnis von 1.2 bestirkt ihn in seinem Vorhaben,

A fithrt nun die Untersuchung nach S11 durch und stellt die Ausprigung h
fest. Mit dieser neuen Information fiittert er das Diagnoseunterstiitzungssy-
stem und erhdltl die Ausgabe von Abbildung 2.5.
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Bareachnung won Diagnosewahrscheinlichkeiten

Eitte geben Sie die Symptome ein, Dr. A:

b 812 = g, 554 = g, 599 = g, 520 = d,

Diagnosesicherheiten:

K el B
D3l &S,
7 1. G5,
Hagee i
= 20,
11

Abbildung 2.2: Diagnosewahrscheinlichkeiten nach erster Untersuchung

Die Diagnosesicherheit hat sich nicht erhoht sondern mehr als halbiert. Er
weiff aber nun, daf K nicht mehr in Frage kommt. A prift nun welche
Symptome die Diagnosesicherheit von T vergrifiern kinnten. Er mdchte die
Symptome S88, 577 und S66 untersuchen. Fir das erstere ist eine CT"
notwendig, fir das zweite eine Blutprobe, fiir das dritte eine Biopsie®.

Aufgrund des Diagnoserelevanzfaktors von 1.2 fiir 877 entscheidet sich der
Arzt A, die Blutprobe zuerst durchzufithren, Er stellt weiter fest, daff er P
die physiologischen und psychischen Belastungen der Biopsie ersparen kann,
de die in der eniferneten Dalenbank inhivent gespeicherten Erfahrungen
von Medizinern weltweit zeigen, daf eine Biopsie zwar zur Erklirung der
Krankheit P beitragen kann, aber nur in geringem Mafle.

A stellt bei der Blutprobe fiir ST7 die Ausprigung f fest und gibt auch diese
in das DUS ein. Abbildung 2.5 zeigt das Ergebnis.

Die Diagnosesicherheit fiir T ist A hoch genug, und es gibt auch keine weite-
ren Diagnoseméglichkeiten, die eine hohe Diagnosewahrscheinlichkeit haben.
A informiert P iber die Diagnoese T und lettet die Behandlung ein.

Die Diagnoserelevanzen Ra(S:) und R_.(S:) und der Diagnoserelevanz-
faktor Rg(S.) haben einige interessante Konsequenzen fiir den effizienten
Einsatz medizinischer Informationssysteme.

Sie kénnen, wie wir in diesem Kapitel bereits erwahnten, eingesetzt wer-

*Computertomographie
* Gewebeprobe
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EBarschnung von Diagnosewahrscheinlichkeitan

Bitte geben Sie die Symptome ein; Dr. A:
» a1 = 5, BS54 = g, 598 = g, 510
3ll = d

Diagnosasicharheiten:

g ThL
1 T0.
= A0

1 LT
3

Abbildung 2.3: Diagnosewahrscheinlichkeiten nach zweiter Untersuchung

den, um die Diagnosesicherheit zu erhéhen oder Diagnosevermutungen zu
entkréften.

Dadurch kénnen

1. von vorne herein medizinische Tests wegen zu geringer Diagnoserele-
vanz ausgeschlossen und die Kosten fiir diese Tests eingespart werden,
wobei das Verhdltnis von Diagnoserelevanz zu den entstehenden Ko-
sten von Bedeutung ist. So findet man zum Thema Lebensversiche-
rungsmedizin: , Fiir die versicherungsmedizinische Risikoeinschiatzung
stehen praktisch nur die vom Antragssteller beantworteten Gesund-
heitsfragen oder ein arsztlicher Untersuchungsbericht und Hausarzt-
bericht f:“.] gur Verfiigung. Diese Unterlagen reichen aber in einem
Teil der Fille zu einer Risikoeinschitzung nicht aus. (...) In diesen
und vielen anderen Fillen ist es noch mdglich, durch entsprechende
Zusatzuntersuchungen erginzungswiirdige Befunde weiter zu kliren.
[...] Auch die Kostenfrage ist bei der Anordnung von Zusatzuntersu-
chungen zu beriicksichtigen, da die Untersuchungskosten zur Beitrags-
leistung des Versicherungsnehmers in einer gewissen Relation stehen
miissen.” [Rae80]

2. gezielt Testreihen geplant werden, die die Diagnose weiter bestatigen
oder widerlegen, indem man fiir alle noch nicht in die Betrachtung ein-
gebrachten Symptome (d.h. alle méglichen S;,1;) die daraus folgenden
neuen Diagnosesicherheiten berechnet und die, die mit der grifiten
Wahrscheinlichkeitsrelevanz aufwartenden Symptome mittels geeigne-
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Barechnung der Diagnoserelevanzfaktoren

Bitte geben Sie die vermutate Diagnose ein, Dr. A:
e !

Bitte geben Sie ein, welche Symptomae bereits untersucht wurden:

*» HA12, 554, =P8, 810, 515, El1

Diagnoserelevanzfaktoren
s or 132
588 : 1.1
217 = 10S
p 1 S I e e

Abbildung 2.4: Diagnoserelevanzfaktoren

ter medizinischer Tests einbringt unter Beachtung der in Punkt 1 ge-
nannten Kostenaspekte. Alternativ konnen selbstverstindlich statt der
Diagnoserelevanzen Ra die Diagnoserelevanzfakioren Rg eingesetzt
werden. Eine entsprechende Software kénnte z.B. alle moglichen weite-
ren zu priiffenden Symptome auswerten und in nach Diagnoserelevang-
faktoren geordnete Tabelle mit den Inhalten Diagnoserelevanzfaktor,
Kosten des Tests bzw. der Untersuchung, Belastung des Patienten etc.
anbieten.

3. Patienten sowohl physiologisch als auch psychisch entlastet werden.
Durch die systematische Untersuchungsplanung kénnen Untersuchun-
gen so ausgewahlt sind, dafl sie minimal invasiv sind®. Durch eine
solche Untersuchungsplanung kénnten vielleicht einige Untersuchun-
gen gespart werden, so daf der Patient eben weniger Untersuchungen
iiber sich ergehen lassen miifite und die damit verbundenen psychi-
schen Belastungen des Patienten in manchen Fillen redugiert werden
kénnten

4, Arzte eine formale Begriindung vorlegen, warum sie welche Untersu-
chungen durchgefiihrt haben (nimlich aufgrund grofler Diagnoserele-
vanzen) und warum sie die endgiiltige Diagnose gestellt haben (hohe
Diagnosesicherheit konnte aus der Statistik gewonnen werden und es

?Beispielsweise durch Vermeidung von Biopsien, Darmspiegelungen und sonstiger un-
angenehmer Untersuchungsmethoden, oder durch Ersatz durch weniger invagive Untersu-
chungen mit dhnlich hohen Diagnoserelevanzen
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] Berechnung von Diagnosewahrscheinlichkeiten

Bitte geben Sie die Symptome ein, Dr. A
» 'BLE = &, B854 = ¢, BYD = g,

Sll = d, 577 = [

Diagnosesicherheiten:

K : 97,
D31 @ 20,
T b 20
o2 : 18.1
t 14
s i

Abbildung 2.5: Diagnosewahrscheinlichkeiten nach dritter Untersuchung

gab keine weiteren Symptome, die eine hohe Diagnoserelevanz haben).

2.4 Probleme

Problematisch bleibt immer noch die fehlende Beachtung von Unsicherhei-
ten bei der Feststellung der Symptome. Ferner wurde das Wissen iiber kau-
sale Zusammenhéinge zwischen Symptomen/Krankheiten noch nicht in die
Berechnungen einbezogen. Die Darstellung der Berechnungen sowie der ver-
wendeten Daten bleiben weiterhin schlecht visualisierbar. Eine gute visuelle
Prasentation ist wichtig fiir das Verstindnis der Vorginge im Diagnoseun-
terstiitzungssystem, damit fiir das Vertrauen in die Ergebnisse, die das DUS
hervorbringt, und aufgrund dessen letztlich von entscheidender Bedeutung
fiir die Benutzungshiufigkeit von DUS.

Im folgenden Kapitel stellen wir Bayessche Beliefnetze vor. Diese erlauben
eine Visualisierung von Wissen (von Kausalzusammenhéngen) und die Ein-
beziehung unsicherer oder unbekannter Information.

| |
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Kapitel 3

Bayessche Beliefnetze

In diesem Kapitel beschiftigen wir uns mit einer Form der Reprisentation
von und Inferenz {iber Wissen: Bayessche Beliefnetze. Bayessche Beliefnetze
dienen einerseits der graphischen Darstellung von Informationen, insheson-
dere unsicheren oder vagen Informationen, und kénnen als Wissensbasis in
Expertensystemen eingesetzt werden. Andererseits sind mit Bayesschen Be-
liefnetzen gewisse Methoden und Formalismen entwickelt worden, mittels
derer auch auf diesem Wissen inferiert, resonniert bzw. geschlufifolgert wer-
den kann.

Wir wollen in diesem Kapitel — und das wurde uns mit zunehmendem Fort-
schritt der Arbeit ein immer grifleres Bediirfnis - eine Einfithrung in Bayes-
sche Beliefnetze geben, die klar und verstindlich ist. Wir versuchen uns
damit der in er Belief-Netze-Literatur scheinbar bereits zum guten Stil ge-
wordenen didaktischen Mangelhaftigkeit zu widersetzen. Uns ist aufgefallen,
dafl die meisten der verwendeten Quellen mittlere bis schwere Fehler und
Auslassungen aufweist und sie sich (nicht allein) deshalb vaéllig unbrauchbar
fiir das Frlangen von Erkenntnis iiber die Anwendung Bayesscher Beliefnet-
ze erweisen. Besonders zu empfehlen ist zur Einfithrung in das Thema der
Bericht [KBPS95]. Eine ausfiihrliche formale Behandlung von Beliefnetzen
findet man in [Pea88]'.

Wir gehen weiterhin anhand eines durchgehenden Beispiels (in der Literatur
leider ebenfalls Mangelware!) auf die spezifischen Probleme fiir insbesondere
medizinische Diagnosesysteme bei der Modellierung Bayesscher Beliefnetze
ein und geben Lisungsvorschlige und/oder -strategien an.

Abschnitt 1 dieses Kapitels beschreibt zunichst den qualitativen und quan-
titativen Aufbau von Beliefnetzen. Die Initialisierung wird in Abschnitt 2
besprochen. In Abschnitt 3 stellen wir die Propagierung von Wahrschein-
lichkeiten in Bayesschen Netzen vor. Zu jedem dieser Abschnitte werden

"nur dem hartgesottenen Leser zu empfehlen

33
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wir auf die Probleme, die sich in der Anwendung zu insbesondere medizi-
nischen Diagnosezwecken ergeben eingehen und schlagen Losungen vor. In
Abschnitt 4 dieses Kapitels gehen wir darauf ein, welche Merkmale Netze
gur medizinischen Diagnose aufweisen konnen.

Zur Darstellung von Vagheit und UngewiBheit werden in Bayesschen Be-
liefnetzen werden Wahrscheinlichkeitswerte verwendet, dabei vor allem be-
dingte Wahrscheinlichkeiten verwendet. Dieses Vorgehen ist nicht allein in
Bayesschen Beliefnetzen zu findet. So schreibt [TS89] allgemein iiber die
Merkmale wissensbasierter Diagnosesysteme:

. Vages, unsicheres Wissen und die Behandlung von Evidenzen? wird als [...]
Bewertung der Gewibheit des Ergebnisses in Abhéingigkeit von den Gewif-
heitsgraden der Bedingungen ausgedriickt.”

Alternativ zu dem Begriff ,Bayessches Beliefnetz* werden auch die Begriffe
_Beliefnetz*,  Bayessches Netz” und ,kausal probabilistisches Netz® verwen-
det.

3.1 Aufbau von Beliefnetzen

Ein Bayessches Beliefnetz ist ein gerichteter azyklischer Graph® G(V,E). Da-
bei ist ¥ eine Menge von Knoten (,engl. vertexes“) und E eine Menge von
geordneten Tupeln (V= V¥), V* € ¥V, V¥ € V. In einem Beliefnetz représen-
tiert jedes Element von W eine Zufallsvariable und jedes Tupel (V*, Ve R
eine direkte Abhingigkeit [Pea88] der Zufallsvariable V¥ von V*. Abbildung
3.1 zeigt den qualitativen Aufbau eines Bayesschen Beliefnetzes.

Jede Zufallsvariable V= kann mehrere Werte f;) annehmen. Wir bezeichnen
das Vorliegen des Ereignisses V* = f; als Hypothese.

3.1.1 Qualitativer Aufbau

Wir méchten nun den qualitativen Aufbau eines Beliefnetzes anhand eines
Beispiels aus der Medizin darstellen, Das dazu benétigte Informationsma-
terial stammt aus [MS62], [ALS], [BDH"54a] und [BDHT54b]. Dargestellt
wird durch das Netz in Abbildung 3.1 der folgende Sachverhalt.

Das Vorhandensein der Krankheit Tuberkulose kann eine Zerstorung oder

*Der Begriff stammt ab vom lateinischen ,evidencia®, was soviel bedeutet wie -
genfilligkeit®. Eine Evidenz wird beschriehen als innnere Gewifheit der Giiltigheit einer
Erkenntnis*([Lin73]). Auch [Pea88] benutzt den englischen Begriff . evidence®, der sich als
LOffenkundigkeit® oder , Klarheit* ithersetsen 158t

3Win Graph ist eine ,Modell zur Beschreibung von Objekten die untereinander in Beaie-
hung stehen® [Dud93]. Gerichtete Graphen werden auch als LDigraph® ([Aig06]), azyklische
Digraphen als ,DAGY bezeichnet.
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Abbildung 3.1: Beispielnetz (qualitativ) fiir dieses Kapitel

zumindest Schiadigung der Nebennierenrinde (NNR) nach sich ziehen. Auch
ein Tumor kann die Nebennierenrinde angreifen, Eine zu grofien Teilen zerstorte
Nebennierenrinde verursacht das Krankheitshild Morbus Addison. Dieses
wiedernm Suflert sich in einer Erhéhung des Blutzuckerspiegels. In seltenen
Fillen ist dies auch verantworlich fiir eine Abschwiichung der Libido des
Patienten.

Rot markiert sind all jene Dinge, bei denen Ereignisse auftreten konnen.
Fiir jede rote Markierung kann eine Zufallsvariable und damit ein Knoten
im Netz erzeugt werden. Hier bendtigen wir 6 Zufallsvariablen und dazu
korrespondierend 6 Knoten:

s Die Zufallsvariable Tuberkulose (zukiinftig mit 5 abgekiirzt, da Tuber-
kulose auch als Schwindsucht bezeichnet wird) kann die Ausprigungen
Lliegt vor® und ,liegt nicht vor® annehmen. Dadurch werden zwei Hy-
pothesen dargestellt: 1. der Patient leidet unter Tuberkulose, und 2.
der Patient leidet nicht unter Tuberkulose. Wir bezeichnen diese Hy-
pothesen auch mit S5; und 5.

¢ Die Zufallsvariable Tumor (zukiinftig mit T abgekiirzt) kann ebenfalls
die Auspragungen  liegt vor® und ,liegt nicht vor* annehmen. Analog
zu 5 bezeichnen wir die dargestellten Hypothesen mit T} und T5.
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s Die Zufallsvariable Zerstdrung NNR soll den Grad der Schidigung der
Nebennierenrinde darstellen. Die Auspragungen ,nein“, ,leicht® und
sschwer® sollen die Hypothesen repriisentieren, daf keine Nebennieren-
rindenzerstérung, eine leichte Nebennierenschidigung oder ein hoher
Grad der Zerstérung in der Nebennierenrinde vorliegen. Wir bezeich-
nen den Knoten kurz mit Z bzw. die Hypothesen mit Z, Z» und Z;.

e Die Zufallsvariable Morbus Addison (M) stellt dar, ob der Krankheits-
bild Morbus Addison vorliegt oder nicht vorliegh (,liegt vor*, ,liegt
nicht vor®). Diese Hypothesen kiirzen wir mit A und M5 ab.

¢ Blutzucker ( B) hat die Ausprigungen ,normal®, ,verringert” und ,erhsht®

{ By, By, 33}

s Die Zufallsvariable Libido (L) hat ebenfalls drei Auspragungen: ,nor-
mal“(Ly), ,abgeschwiicht“(Ls) und ,gesteigert*(Ls).

Damit ist die Knotenmenge des Graphen (des Beliefnetzes)

V={$,T,2Z,M,B,L} (3.1)

ermittelt.

Die Kanten zwischen den Knoten sind kausale Beziehungen (Ursache-Wirkungs-
Kanten}, Es ist von entscheidender Bedeutung, sich bei der Modellierung von
kausal probabilistischen Netzen dariiber klar zu werden, was die Ursache und
was die Wirkung ist, um die Richtung der Kanten korrekt in den Graph ein-
zgutragen. Die gerichteten Kanten filhren immer von der Ursache weg hin zur
Wirkung?. Die Zusammenhéange, fiir die Kanten modelliert werden miissen,
sind im darzustellenden Sachverhalt (s.0.) griin markiert.

s  nach sich ziehen": Eine Tuberkulose kann einer Zerstérung der NNR
nach sich ziehen und kann damit Ursache einer NNR-Schadigung sein.
Dieser Zusammenhang wir durch eine gerichtete Kante von § nach Z
modelliert. Diese Kante ist ein Tupel (5, Z).

s angreifen”: Ein Tumor kann die NNR angreifen. Ein Tumor ist also
auch eine Ursache, deren Wirkung die Schidigung der NNR ist. Wir
fiigen daher die Kante (T, Z) ein.

o  verursacht”: Fine Zerstorung der NNR verursacht Morbus Addison.
Wir fiigen eine Kante (Z, M) ein.
*Es sei an dieser Stelle darauf hingewiesen, dafi die Forderung, das Netz als DAG dar-

stellen gu milssen, jede Modellierungen von Riickkopplungen (Wirkung verstéickt Ursache)
ausschliefit, was sich als ein Mangel erweisen wird.
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e Auflert sich®: Morbus Addison hat einen Einflufi auf die Ausprigung
werhoht” der Variable ,Blutzucker”. Die Variable ,Blutzucker enthalt
also die Wirkung von Morbus Addison, Zur Modellierung dieses Sach-
verhalts wird die Kante (M, B} verwendet.

e ist verantwortlich®: Morbus Addison hat einen negativen Einfluffi auf
die Libido. Wir bendtigen also die Kante (M, L).

Wir haben nun gualitativ das medizinische Wissen qualitativ modelliert als
Graph:

G=({5T,Z2,M,B}{(5 2),(T,2),(2,M),(M,B),(M,L)}) (3.2)

Der Graph ist in Abbildung 3.1 graphisch dargestellt. Ein Bayessches Be-
liefnetz unterscheidet sich aber deutlich von einem allgemeinen DAG durch
die Moglichkeit, die Stirke der Zusammenhiénge zwischen den Knoten zu
guantifizieren.

3.1.2 Quantitativer Aufbau

Bisher ist das Beliefnetz nur eine graphische Notation dafiir, dafl gewis-
se Zusammenhinge und Abhéngigkeiten existieren. Zur Quantifizierung der
Sicherheit bzw. Unsicherheit der durch die Knoten reprisentierten Hypo-
thesen werden diesen nun Wahrscheinlichkeiten zugeordnet (vgl. Zitat von
[TS89] auf Seite 34).

Bei der Modellierung des quantitativen Aufbaus des Beliefnetzes ordnen wir
den Knoten unter anderem Wahrscheinlichkeitsverteilungen zu. Wir unter-
scheiden zwischen Wurzelknoten® und inneren Knoten®.

Wurzelknoten.

In unserem Beispielnetz existieren gwei Wurzelknoten S und T'. Wir ord-
nen jeder Zufallsvariable in einem Wurzelknoten eine Wahrscheinlichkeits-
verteilung zu [Pead0]. Dazu wird zu jeder Hypothese der Zufallsvariable eine
a-priori- Wahrscheinlichkeit fiir das Eintreffen der selben angegeben.

Die Krankheit Tuberkulose kommt nur selten vor. Daher wihlen wir fiir den
Knoten 5:

p(S1) =0.01 (3.3)
p(Sz) = 0.99 (3.4)

*Knoten ohne Vorgingerknoten
“Knoten mit mindestens einem Vorghnger
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Dies ist nur eine Abschitzung. Reales Zahlenmaterial liegt uns zur Zeit nicht
vor. Die Abschiitzung stellt die GewiBheit dar, mit der die Hypothesen 5
und §5 zutreffen. Die zugeordneten Wahrscheinlichkeiten fiir die Hypothesen
gelten in einem Beliefnetz jedoch nur so lange, wie keine weiteren Informa-
tionen in das Netz einflieflen, in diesem Fall also so lange, wie ein Patient
noch nicht vorstellig und untersucht wurde.

Die Hypothesen §; und S sind disjunkt” und zur Zufallsvariable 5 kann

aufler S; und Ss keine weitere disjunkte Hypothese gefunden werden. Damit
entspricht §1 V 52 dem sicheren Ereignis, woraus folgt, dafl

2
p(S1VS)=) p(S)=1 (3.5)

i=1
gelten muf.

Auch wenn dies nirgends explizit gemacht wird, geht man fir jeden Knoten
K in einem Beliefnetz mit k& Hypothesen K;, i € M, 1 € i < k, zunéichst
davon aus, dafl

k
Y p(K) =1 (3.6)

i=1

ist, die Hypothesen also eine vollstindige Ereignisdisjunktion® hilden.

Der zweite Wurzelknoten 7' wir ebenfalls mit a-priori-Wahrscheinlichkeiten
belegt. Wir belegen T; mit einer hoheren Wahrscheinlichkeit als 53, da ein
Tumor (ebenfalls hypothetisch) hiufiger vorkommt als die heute seltene
Schwindsucht.

p(Ty) = 0.02 (3.7)
p(Tz) = 0.98 (3.8)

Auch hier sind die Werte von uns nur abgeschitzt. Konkrete Zahlen aus der
Wirklichkeit liegen uns nicht vor.

Die Wahrscheinlichkeitsverteilung von a-priori-Wahrscheinlichkeiten einer
Zufallsvariable K mit k Hypothesen K7,..., K} wird auch oft in Form eines
Vektors

p(K1)
p(K32)

P(K) = (3.9)

p(K%)

"d.h. sie schliefien sich gegenseitig ans
® der gesamte Ergebnisraum der Zufallsvariable wird abgedeckt, ohne dafl sich die Hy-
pothesen tiberschneiden
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dargestellt. Wir wollen diese Notation verwenden und schreiben

7= ({5 ) (3.10)
Pr=( o5 ) G.11)

Innere Knoten.

Alle Knoten, die mindestens einen Elternknoten? besitzen, werden als innere
Knoten begeichnet, In einem Beliefnetz bedeutet das Vorhandensein eines
Elternknotens, dafl der innere Knoten bzw. die durch ihn dargestellten Hy-
pothesen abhéngig sind bzw, beeinflufit werden von anderen Hypothesen,
namlich denen des oder der Elternknoten ([Pea80]).

Der Zusammenhang zwischen einem Knoten K und einem Vorgingerknoten
V stellt in einem qualitativen DAG eine Regel der Form

oWenn K, dann V¥

dar. Im Unterschied dazu sieht eine solche Regel in einem Bayesschen Be-
liefnetz wir folgt aus (mit K; einer Hypothese des Knotens K und V,, einer
Hypothese des Knotens V):

»Wenn K, dann V; mit einer GewiBlheit/Wahrscheinlichkeit.

Um die Verteilung der durch den inneren Knoten reprisentierten Zufalls-
variable in Abhingigkeit von anderen Zufallsvariablen darzustellen, werden
aus diesem Grund bedingte Wahrscheinlichkeiten benutzt.

Hat ein Knoten K Hypothesen K; und n Vorgéingerknoten V7 mit den Hy-
pothesen Vi, so mufi jede mégliche bedingte Wahracheinlichkeit

p (K,; A Vg;) Vi, Y, (3.12)

In Abbildung 3.1 liegen 4 innere Knoten vor (Z, M, B und L). Betrachten
wir zunachst M genauer. Morbus Addison ist (laut unseres einfachen Be-
liefnetzes) nur abhingig davon, ob die Nebennierenrinde geschidigt ist oder
nicht. Je weiter die Schidigung der Nebennierenrinde (Z) fortgeschritten
ist, desto hoher ist die Wahrscheinlichkeit, dafi das Krankheitsbild Morbus

?_Elternknoten® ist sin dem Wort , Vorgingerknoten® dquivalenter Begriff
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Addison erscheint. Dagegen kann Morbus Addison nicht vorliegen, wenn die
Nebennierenrinde noch in gesundem Zustand ist. Die bedingten Wahrschein-
lichkeiten fiir Morbus Addison belegen wir daher wie folgt:

p(M1|Z1) = 0.0, p(M2|Z;) = 1.0 (3.13)
p(Mi|Z2) = 0.3, p(My|Z2) = 0.7 (3.14)
p(M;)Zs) = 0.9, p(Ms|Z5) = 0.1 (3.15)

Diese Wahrscheinlichkeiten kénnen auch als Tabelle (s. Tabelle 3.1) darge-
stellt werden.

Morbus Addison Zerstorung NNR
|| mein | leicht | schwer

liegt vor || 0.0 | 0.3 0.9

liegt nicht vor 1.0 ‘ 0.7 ‘ 0.1

Tabelle 3.1: Wahrscheinlichkeiten fiir Zustinde von Morbus Addison

Fine weitere Schreibweise ist die Matrixnotation:

(3.16)

link (M]Z) = ( 0.0 0.3 09 )

1.0 0.7 0.1

Die Matrix link wird als Verbindungsmatrix (,link matrix®) bezeichnet.
Die Werte der Verbindungsmatrix link(M|Z);, entsprechen den bedingten
Wahrscheinlichkeiten p(M;|Z,).

Die bedingten Wahrscheinlichkeiten kénnen aus Statistiken stammen oder
abgeschétzt werden. Wir schitzen die Inhalte der Verbindungsmatrizen in
dieser Arbeit ab, indem wir Worten wie ,meist”, ,gelegentlich®, ,selten®
0.4, aus mediginischen Lehrbiichern in Form héherer oder niedrigerer Wahr-
scheinlichkeitswerte Ausdruck und mathematische Greifbarkeit verleihen.
Die Abschitzungen sind selbst duflerst grob. In der praktischen Anwendung
wird man dazu Spezialisten zu Rate ziehen miissen, wenn keine Statistiken
vorliegen.

Eine solche Verbindungsmatrix wird jedem inneren Knoten zugeordnet. Die
Anzahl der Dimensionen der Verbindungsmatrix ist festgelegt durch die An-
zahl der Elternknoten (d.h. der bedingenden Zufallsvariablen). Hat ein Kno-
ten K n Vorgangerknoten V}, 1 <14 < n, so hat die Verbindungsmatrix n +1
Dimensionen. Es ist jedoch darauf zu achten, dafl unter jeder Bedingung die
Wahrscheinlichkeiten fiir die Hypothesen in K 1 ergeben (s. dazu auch S.
38), denn man verlangt auch hier, dafl die Hypothesen in K eine vollstéindige
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Ereignisdisjunktion bilden. Habe K k Hypothesen K;, 1 <1 < k, und haben
die n Vorgangerknoten V7, 1 < j < n die Hypothesen I’;'L , dann mufl gelten

k
3 tink (K|V, V2L, VT

i!j]-!jir-uhjn {3"1?]
i=1
Fiir den Knoten M gilt dies:
. ]
Y link(M|Z)i; = ) link(M;|Z:)
e i=1
link (M1]Z,) + link (Ma|Z,)
= 00+10
-y (3.18)

und analog fiir die Hypothesen Zs und Z5.

Die Knoten B und L haben als einzigen Elternknoten M. Wir ordnen den
Knoten daher wieder Wahrscheinlichkeitsverteilungen bzw. Wahrscheinlich-
keitsmatrizen mit je zwei Dimensionen zu (Tabellen 3.2 und 3.3). Durch
Morbus Addison wird der Blutzuckerspiegel in den meisten Fillen erhoht
(p(Bs|M;) = 0.94). Selten findet man dabei auch eine Abschwichung der
Libido (p(L2|M;) = 0.2 gegeniiber p(Ly|M3) = 0.1, die geringe Wahrschein-
lichkeitserhthung spiegelt die Seltenheit des Ereignisses wieder).

Blutzucker Morbus Addison
liegt vor | liegt nicht vor

By, normal 0.05 0.88

By, verringert 0.01 0.07

Bj;, erhiht 0.94 0.05

Tabelle 3.2: Wahrscheinlichkeiten fiir Knoten B

Libido Morbus Addison
liegt vor | liegt nicht vor

L1, normal 0.7 0.8

Lo, abgeschwacht 0.2 0.1

Ly, gesteigert 0.1 0.1

Tahelle 3.3: Wahrscheinlichkeiten fiir Zustande von L

Der letzte zu quantifizierende innere Knoten ist Z. Z ist jedoch von zwei
Knoten abhingig: § und T". Wir benétigen nun eine dreidimensionale Ma-
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trix link(Z|5,T). In dieser Tabelle stehen die Wahrscheinlichkeiten dafiir,
daf} eine bestimmte Hypothesen von Z eintritt unter der Bedingung, da8 ei-
ne bestimmte Hypothese aus S und zugleich eine bestimmite Hypothese aus
T wahr sind (logische Konjunktion). Tabelle 3.4 zeigt diese dreidimensio-
nale Matrix und Abbildung 3.2 gibt eine Zusammenfassung der bisherigen
Arbeiten an.

Zerstorung NINR H ‘
n Tz | T | Ty

Z1, nein 0.01 {!.05 0.1 | (.98
Za, leicht 0.09 | 0.25 || 0.3 | 0.01
&g, schwer 0.9 | 0.7 | 0.6 | 0.01

Tabelle 3.4: Wahrscheinlichkeiten fiir die Zerstérung der NNR

Das Beliefnetz ist nun fertig modelliert. Wie wir bereits erwidhnten handelt
es sich hier um ein stark vereinfachendes Modell der Wirklichkeit. Es dient
in dieser Arbeit als Erklirungsmodell und in der Anwendung®” als Entschei-
dungsmodell.

Die Verbindungsmatrizen zu den Tabellen lauten:

0.01 0.05 0.1 0.98
Z=1 0.0 025 0.3 0.01 (3.19)

09 07 0.6 0.01

0.0 0.3 09
e ( 1.0 07 0.1 ) (3:29)
05 0.88
B=| 001 007 (3.21)
0.94 0.05
0.7 08
L= 02 01 (3.22)
01 0.1

3.2 Initialisierung von Beliefnetzen

In diesem Abschnitt gehen wir darauf ein, wie den in Beliefnetzen dargestell-
ten Zufallsvariablen, sprich den Knoten, Wahrscheinlichkeitaverteilungen zu-

"in realiter wire ein derart stark vereinfachstes Modell wohl kaum adaquat
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Abbildung 3.2: Quantifiziertes Beliefnetz
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geordnet werden konnen. Den Wurzelknoten bzw. den durch sie reprisen-
tierten Variablen sind ja bereits Wahrscheinlichkeitsverteilungen'' zugeteilt
worden. In diesem Abschnitt wird auch klar, woher die Bayesschen Belief-
netze ihren Namen haben.

Fiir eine einzelne Hypothese H und ein Ereignis E gilt der Satz von Bayes
p(E[H) - p(H)
p(E)

(vgl. Gleichung 1.35,Seite 13). Fiir eine beliebige Anzahl k von disjunkten

Hypothesen H;'%, 1 <i < k, gilt der verallgemeinerte Form des Satzes von
Bayes (vgl. [Bos95]):

p(H|E) = (3.23)

p(H;) - p (E|H;)
Y (p(H)) - (EH;))
Diese Gleichung folgt unmittelbar aus dem Satz von Bayes (Gleichung 3.23)

und der Ersetzung des Nenners (p(E)) nach dem Satz iiber die vollstindige
Wahrscheinlichkeit!? fiir ein Ereignis E:

p(Hi|E) =

(3.24)

Gl. 1.3

p(E) p(EAR)

e

. k
e (\/ [Ehffﬂ)

i=1

=
@

k
G1.=1.-1 ZP{E A Hj}

i=1

L
Gl 1.14 P
= Y (p(Hy)-p(EIH;)) (3.25)
i=1
(vgl. hierzu auch [Bos95]).
Gleichung 3.24 kann umgeformt werden zu

BEL(K;) = a - MK;) - w(K;) (3.26)
1 nimlich a-priori-Wahrscheinlichkeiten
12 Jamit Gleichung 3.24 gilt, verlangt man sogar, daf die Hypothesen H; eine vollstandige
Ereignisdisjunktion bilden
“auch Satz von der totalen Wahrscheinlichkeit genannt
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mit K; einer Hypothese (wir verwenden den Bezeichner K, um darauf hinzu-
weisen, daB es sich um eine Hypothese aus einem Knoten eines Beliefnetzes
handelt). Die Umwandlung ergibt sich aus den folgenden Ersetzungsmaf-
nahmen:

BEL(K;) = P(Hi|E) (3.27)
= . (3.28)
Y51 (P(H;) « P(E|H;))
A(K;) = P(E|H;) (3.29)
n(K;) = P(H;) (3.30)

Diese Ersetzungen werden nicht allein aus syntaktischen Griinden vollzogen,
sondern sie isoliert Werte mit besonderer Semantik, um damit die Sinnhaf-
tigkeit des weiteren Vorgehens zu unterstreichen:

e der m-Wert einer Zufallsvariable gibt die gegenwértige Starke der kau-
salen Unterstitzung einer Hypothese durch die Vorgangerknoten an
([KBPS95]),

o der \-Wert gibt die gegenwirtige Stirke der diagnostischen Unterstiizung
einer Hypothese durch die Nachfolgerknoten an ([KBPS95],

o der BEL-Wert gibt das Gesamtvertrauen (,BELief*) in eine Hypothe-
se an ([Pead0]).

e o ist nur ein normierender Faktor, der so gewihlt wird, da die Be-
dingung
k
> BEL(K;) =1 (3.31)
gilt (vgl. [Hec95]).

Abbildung 3.3 verdeutlicht den Zusammenhang der Gleichungen 3.26 und
3.24.

Nun stellt in einem Beliefnetz jeder Knoten mehrere Hypothesen dar. Da
jede Hypothese einen eigenen BEL—, #— und A—Wert erhilt, werden wir
diese, wie bereits die Wahrsd:mnhchkmteu auf den verhergehenden Seiten,
zu Vektoren m{ﬂf ), ®(K) und x (K) komprimieren. Wir verwenden dazu
im Gegensatz zu allen anderen im Literaturverzeichnis angegebenen Quel-
len die Notation mit Vektorpfeilen, da das Auslassen der selben erfahrungs-
gemiil gerade am Anfang nicht unerhebliche Verwirrung stiftet.
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) -0 1)

Abbildung 3.3: Agivalenz der Gleichungen 3.26 und 3.24

3.2.1 |Initialisierung der Wurzelknoten

Ein Wurzelknoten K ldBt sich initialisieren, indem man zunéchst in den
Vektor # (K die a-priori-Wahrscheinlichkeiten einsetzt ([Pea88]). w(K;) be-
schreibt im allgemeinen die kausale Unterstiitzung der Hypothese K; durch
den Vorgingerknoten. Wurzelknoten haben zwar keine Vorgingerknoten,
nach Abschnitt 1.1.4 stehen a-priori-Wahrscheinlichkeiten aber in einem
allgemeinen Kontext, der (theoretisch) als Elternknoten des Wurzelkno-
ten eingefiigt werden konnte. Daher ist die Erklirung von = als ,kausale
Unterstiizung durch den Vorgingerknoten® auch im Fall der Wurzelknoten
durchaus sinnvoll. Der Kontext entspricht der Ursache fiir die kausale Un-
terstiitzung .

In unserem Beispiel gilt fiir die Wurzelknoten
0= (e )= (Jisn )= (o) o
“ar=( g0 (3.33)

A entspricht laut Gleichung 3.29 der Wahrscheinlichkeit fiir das Zutreffen
einer Hypothese im Wurzelknoten unter der Bedingung, dafl eine Evidensz
des Nachfolgeknotens vorliegt. Uber den Nacl’:_fnlgeknuten ist diese Infor-
mation jedoch noch nicht bekannt. Daher setzen wir fiir Jk runéchst eine
Gleichverteilung ein ([KBPS95]). Die Grofie der Werte in X ist nicht von
Interesse. Wichtig ist nur, dafl alle Komponenten des Vektors den gleichen
Wert haben. Wir setzen hierfiir den 1-Vektor {alle Komponenten 1) ein.
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*o=(305)= 1) e
(T = ( ]IL ) (3.35)

X(K) erhilt eine Gleichverteilung (alle Hypothesen gleiche Werte), da es
noch keine Evidenzen in unserem Netz gibt. Dies bedeutet nicht, dafl die
kausalse Unterstiitzung durch die Nachfolgerknoten 0 wire, sondern, dafi
keiner Hypothese in K eine hohere diagnostische Unterstiitzung zukommt
als einer anderen: darin kann der Einsatz einer Gleichverteilung begriindet
werden,

Nun, da die 7~ und A-Werte vorliegen, kann das Gesamtvertrauen BEL
berechnet werden. Dazu verwenden wir den x-Operator, der die Vektoren
Zeilenweise multipliziert.

' BELE
BEL(S) = BEL{S;])

(
[ se
(

a - w(8z) - A(S2)

1-1-0.01
1-1-0.99

(0ss) (230

Alle Komponten der Vektoren werden mit dem gleichen o multipliziert. Da-
her fithren wir die Multiplikation von « als skalare Multiplikation mit den
Vektoren durch. Dies fiihrt zum gleichen Ergebnis.

BELIT) = a-®(T)x A(T) (3.37)
= Tef d)xl )
= (o) (39

Damit sind alle Wurzelknoten initialisiert.

Initialisierung der inneren Knoten

Auch den inneren Knoten werden BEL-, w- und A-Werte zugeordnet. Der
Unterschied zu den Wurzelknoten besteht darin, dafl Wahrscheinlichkeiten
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aus dem oder den Vorgingerknoten dazu bendtigt werden ([Pea88]). Um
m(K;) zu berechnen (s. Gl 3.30) benétigen wir fiir einen Knoten K mit den
Hypothesen K; die Wahrscheinlichkeiten p(K;). Habe der Knoten K einen
einzelnen Vorgangerknoten V! mit den v Hypothesen V!, 1 < u < v. Dann
gilt fiir eine Hypothese K; der Satz von der totalen Wahrscheinlichkeit:

m(K:) = p(K:) = Y _(p(K:|Vy)) - p(Vi))) (3.39)

u=1

Der Satz von der totalen Wahrscheinlichkeit wird z.B. in [DE92], [Bos95] und
anderen genauer beschrieben. Teilweise findet man stattdessen auch die Be-
geichnung ,,Satz von der vollstindigen Wahrscheinlichkeit® {wie in [Bos95]).
Wir méchten den Leser darauf hinweisen, dafl diese Gleichung (3.39) auch
fiir Wurzelknoten bzw. Hypothesen darin gilt. Daher ist die Initialisierung
der Wurzelknoten nicht anderes als die Initialisierung eines inneren Knoten,
wie man falschlicherweise glauben kinnte (und wie es auch in der Literatur
zu erwihnen unterlassen wird). Fiir einen Wurzelknoten K entspricht der
Vorgéingerknoten dem allgemeinen Kontext (s. Abschnitt 1.1.4):

w(K;)

p(K:)
1
= 2 pl H;|Kontext) - p(Kontext)
1

= p(K;|Q)-p()
p(K;) -1
= p(Ki) (3.40)

Ein Knoten K kann natiirlich (wie unser Beispiel zeigt) auch von mehreren
Zufallsvariablen bzw. Knoten abhingig sein. Fiir einen Knoten K mit &k
Hypothesen K;, 1 < i < k und n Vorgingerknoten Vj, 1 < j < n, die
jeweils eine Anzahl von Hypothesen v; enthalten, gilt die Erweiterung von
Gleichung 3.39:

m(K)=p(K) = DY -2 (p(KVLAVEA...AV])

W1 U3

P(VL) -5 (V2)- .0 (V) (3.41)

Die Werte p(K:|V,} A... V. ) sind per definitionem in der Verbindungsmatrix
des Knoten K zu finden. Die Werte p(Vi;), 1 < j < n entsprechen den n-
Werten aus den Knoten Vj.
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In unserem Diagnosenetz gestaltet sich dies so:

2 2
#(2) = 3.3 m(ZIS,T),,, 7 (S) 7 (D)

a=1 =1

2 2
= EZm{ZﬂﬁnTﬂ "JT{S;) 'ﬂ{ﬂ]

=141
= p(Z1|S1 ATh) -p(S51)-p(T1)
+p (21|51 AT2) - p(51) - p(T2)
+p(Z1]S2 ATY) - p(S2) - p(T1)
+p(Z1|S2 ATz) - p(52)  p(T2)
= 0.01-0.01-0.02+0.05-0.01-0.98
+0.1-0.99 - 0.02 + 0.98 - 0.99 - 0.98
= 0.000002 -+ 0.00049 + 0.00198 + 0.950796
— 0.93268 (3.42)

7 (Z2) = 0.01811 (3.43)
7 (Z3) = 0.028622 (3.44)

woraus folgt (wir runden auf 3 Nachkommastellen)
0.953
7(Z)= | 0.018 (3.45)
0.029

X(Z) setzen wir aus dem bekannten Grund wieder auf den 1-Vektor. Dann
folgt daraus

1 0.953 0.953
BEL(Z)=a- ( 1 ) X ( 0.018 ) o=l ( 0.018 ) (3.46)

1 0.029 0.029

Analog lafit sich der Knoten M berechnen. Er besitzt jedoch nur einen ein-
zigen Vorgiingerknoten (Z):

0.0-0.953 + 0.3 - 0.018 + 0.9 - 0.029
0.0 + 0.0054 + 0.0261
= 0.0315 (3.47)

™ (My)
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m(Mz) = 1.0-0.953 +0.7-0.018 + 0.1 - 0.029
0.953 + 0.0126 + 0.0029
0.9685 (3.48)

Wir runden hier (M;) korrekt auf 3 Stellen auf, runden aber, damit die
Summe der w-Werte 1 ergibt, d.h. aus didaktischen Griinden, w(M32) ab.
Damit ist

(3.49)

W(Mhu.jw}x?{m a=1 ( ggg; )

Die Werte fiir Blutzucker B und Libido L werden ebenfalls analog berechnet.
Das Ergebnis, sprich das fertig initialisierte Belief-Netz zeigt Abbilung 3.4.

3.3 Propagierung

3.3.1 Evidenzen.

An einem initialisierten Beliefnetz kénnen Wahrscheinlichkeiten fiir das Zu-
treffen von Hypothesen abgelesen werden. Entscheidend ist dafiir der BEL-
Vektor eines Knotens, der das Gesamtvertrauen in die einzelnen Hypothesen
des Knoten angibt. Damit kann das Netz prinzipiell bereits als Informati-
onstrager — oft wird ein solcher Informationstriger iibermiitig als ,, Wissens-
basis“!* bezeichnet — benutzt werden.

Die im initialisierten Beliefnetz ablesbaren Wahrscheinlichkeiten sind je-
doch fiir sich allein stehend nicht sonderlich interessant. Man kénnte zwar
einem Patienten sagen, dafl der Patient mit einer Wahrscheinlichkeit von
3.2% unter Morbus Addison leidet, dies wird ihm aber verstindlicherweise
nicht weiterhelfen. Der Patient wird stattdessen untersucht bew. es wird ein
perstnliches Gesprich mit thm gefiihrt. Dies dient dazu, sich Klarheit iiber
Anamnese und Befund zu verschaffen (wir haben bereits den den Seiten Tf.
festgestellt, was alles dazu gehéren kann).

Die gewonnene Information (Klarheit iiber einen Sachverhalt) wird unter
den Statistikern als Evidenz °® begeichnet.

Fiir ein Beliefnetz bedeutet eine Evidenz, daf Informationen in Form von
Wahrscheinlichkeiten hinzugefiigt wird oder vorhandene Informationen verindert
werden. Diese Informationen sind Werte eines Vektors

“Der wesentliche Unterschied zwischen Daten im herkémmlichen Sinn und Wissen ist,
dafl eine Wissenbasis auch prozedurales Wissen enthalten kann (vgl. [TS839]).

Yans dem lateinischen .evidencia®, was soviel wie ,Klarheit*, , Augenscheinlichkeit®
oder , Offenkundigkeit” bedeutet
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Abbildung 3.4: Initialisiertes Beliefnetz




52 KAPITEL 3. BAYESSCHE BELIEFNETZE

Inf;
Infq

Inf = (3.50)

Inf;

Inf;, 1 < ¢ < k sind dabei Wahrscheinlichkeiten von Hypothesen in einem
der Knoten des Netzes. Mittels dieser Wahrscheinlichkeiten kénnen Vagheit
und Unsicherheit dargestellt werden.

3.3.2 Evidenz an Blattknoten.

Typisch fiir ein in der Diagnose eingesetztes Bayessches Beliefnetz ist eine
Evidenz an einem Blattknoten!®, da dieser ein Symptom darstellt. Eine Evi-
denz an einem Blattknoten tritt ein, wenn ein Befund festgestellt wird. Die-
ser Befund kann mit gewissen Vagheiten und Unsicherheiten behaftet sein,
sei es, weil man eine Hypothese nicht objektiv messen, sondern nur subjektiv
einschitzen kann, oder weil Meflergebnisse mit einer gewissen Ungenauigkeit
behaftet sind. Beide Typen von Vagheit und Unsicherheit kénnen in unserem
Beispielnetz eintreten:

e Die Libido eines Patienten ist nicht objektiv meBbar. Ob die Libide
unverdndert geblieben ist, nachgelassen hat oder verstarkt wurde, kann
der Patient nur aufgrund seiner subjektiven Eindriicke sagen.

¢ Fine Verinderung (Erhéhung, Senkung) oder eine Konstanz im Blut-
zuckerspiegel kann durch einen Bluttest nachgewiesen werden, jedoch
mit der Einschrankung, dafl diese Tests nicht mit hundert prozentiger
Sicherheit diese Hypothesen bestéatigen konnen, weil Meflverfahren im-
mer mit einer gewissen Ungenauigkeit behaftet sind.

Greifen wir zunichst eine Evidenz im Knoten Blutzzucker fiir die weiteren
Erklarungen heraus: Einem Patienten wird eine Blutprobe entnommen und
diese im Labor untersucht. Als Ergebnis tritt ein Blutzucker von 150.5mg%
ein. Lige dieser Wert liegt nur knapp iiber dem Normalbereich!?, wire hier
aufgrund der kontuierlichen Wertemenge eine stetige Zufallsvariable ,Blut-
zucker” wiinschenswert. Wir haben sie aber aus didaktischen Griinden in
drei Hypothesen diskretisiert und handeln uns eventuell (nimlich z.B. bei
einem Blutzuckerspiegel von 120.5 mg%) damit das Problem ein, welcher
Hypothese ( B, B2, B3) der Blutzuckerspiegel zugeordnet werden soll, denn

**Knoten ohne Nachfolgerknaten
¥ MNach der Methode von Hagedorn-Jensen, Frank-Kirberger, Folin-Wu liegt der Neos-
malbereich bei 80mg% bis 120mg%
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die Rénder des Normalbereiches sind ,unscharf*(nicht exakt definierbar)®.
Wir ordnen aufgrund der Tatsache, daB der Wert des Blutzuckers recht weit
von dem Normalbereich entfernt ist, dem Knoten Blutzucker den Vektor
(und damit die Wahrscheinlichkeitsverteilung)

A 0.01
X=| 001 (3.51)
0.98

zu. Der Wert fiir die Hypothesen By und Bs wurde gewihlt, weil z.B. ein
Test dem Patienten falsch zugeteilt worden sein kénnte, weil die Blutproben
verwechselt sein konnten, oder weil der Blutzuckertest an sich mit einer
gewissen Vagheit behaftet sein kénnte.

Man ordnet diese Wahrscheinlichkeitsverteilung zum A-Vektor zu, weil ge-
rade dieser die gegenwiirtige Stirke der diagnostischen (retrospektiven) Un-
terstiitzung darstellt, die ein Knoten von seinen Nachfolgern erhalt (vgl.
[KSHO91]).

N ist wohl der problematischte Vektor beziiglich des Verstdndnisses der
Berechnungen, die durch die Beliefnetze ausgefiihrt werden. Die Erklarung
nach [KSH91] (s.0.) findet sich auch in [KBPS95]. Sie ist aber dahinge-
hend irrefiihrend, da danach X (K) in einem Knoten K die Unterstiitzung
der Hypothesen in K durch die Nachfolger von K angibt. Zur entgiiltigen
Klarung, was denn der X -Vektor genau bedeutet, sind noch einige wenige
Zwischeniiberlegungen notwendig. Wir kommen also gleich wieder darauf
guriick.

Durch das Eintreten der Evidenz wird der Knoten, an dem die Evidenz ein-
getreten ist, aktiviert. Aktivierte Knoten rechnen, inaktive Knoten befinden
sich in einer Ruhephase. Ein aktivierter Knoten mufi die BEL-Werte nach
Gleichung 3.3? neu berechnen ([BWW9T7]), da sich der BEL — Vektor (im
allgemeinen X oder auch 7) geindert hat.

0.01 0.853
BEL(L) = a-| 001 | x| 0068
0.98 0.079

¥ Die Wertemenge fiir den Blutzuckerspiegel kann man also als 3 unscharfe Mengen
betrachten, wovon eine den Normalbereich darstellt. Dies fiihrt letztendlich anf die Fuzzy-
Mengen-Theorie, die sich gerade mit diesem Problem beschiftigt. Dem interessierten Leser
empfehlen wir hierzu das einfiihrende Buch [Gra95].
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0.00853
o+ | 0.00068

0.07742

Cisasy [ (0098
eI 0.008 (3.52)

0.894

Alle Endergebnisse werden von uns auf drei Nachkommastellen gerundet.
Daher kénnen durchaus Rundungsfehler entstehen, von denen wir hier je-
doch abstrahieren wollen.

Da nun bekannt ist, dafi der Blutzucker mit grofier Wahrscheinlichkeit erhoht
ist, liegt kein Grund mehr vor anzunehmen, dafi die Wahrscheinlichkeit des
Vorliegens von Morbus Addison noch so klein ist wie vorher, da ein erhéhter
Blutzucker als Symptom von Morbus Addison auch Indikator fiir selbigen
ist. Der Knoten M muB also von den Anderungen in B informiert werden.

Ein Knoten K sendet bei einer ﬂnderung seiner BEL-Werte Nachrichten
an seine Nachbarknoten ([Pea88]). Die Vorgingerknoten erhalten A-, die
Nachfolgerknoten w-Nachrichten ([Pea88]). Da B keine Nachfolgerknoten
besitzt, sendet er nur fiir jeder Hypothese in M eine A-Nachricht an M. Die
A-Nachrichten, die ein Knoten K mit k Hypothesen K; an einen Vorginger-
knoten V' sendet, betreffen stets eine Hypothese V; des Vorgingerknotens.
Nach [KSH91] lauten diese Nachrichten

E
> m(K|V); - MK:)

=1

]
= S p(Kilv;) - MK) (3.53)

i=1

Ak (V;)

Die Nachrichten lassen sich wieder zu einem Vektor

Ax(V1)
Koty A”EVE} (3.54)
J‘K{Vv}

mit © der Anzahl der Hypothesen in V' zusammenfiigen. Nun wird der Kno-
ten K wieder deaktiviert.

Der Knoten ,Blutzucker” sendet demnach den Vektor

o _ [ L m(B|M);1A(B:)
AL ( 55 m(BIM)i2 )
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0.05 - 0.098 + 0.01 - 0.008 + (.94 - 0.894
0.88 - 0.098 + 0.07 - 0.008 + 0.05 - 0.894

(.845
( 0.1315 ) e
3.3.4 Verarbeitung einer A-Nachricht

Durch das Senden der Nachrichten an den Vorgingerknoten entsteht bei
diesem wiederum eine Evidenz [Pea88] und er wird aktiviert. Da die Evidenz
durch eine Nachricht ausgelést wurde, wird diese zunéchst verarbeitet.

Wenn an einem Knoten K fiir eine Hypothese K; von m Nachfolgerknoten
W' A-Nachrichten eingehen, so verarbeitet K diese nach [KBPS95] nach der

Gleichung

MK = [ A (K2 (3.56)
=1

K berechnet also seine neuen A-Werte aus dem Produkt der eingehenden
A-Nachrichten. Danach verarbeitet K eventuelle m-Nachrichten, auf die wir
aus gegebenen Anlaf (in diesem Beispiel kommen am akiivierten Knoten M
keine m-Nachrichten an) noch verzichten. Wie holen die Besprechung spéter
nach.

Im Knoten M gehen nur Nachrichten von einem einzigen Nachfolger ein.
Dies konnte im Beispielnetz auch anders sein: Zu der Evidenz in B hitte
auch eine Evidenz in L hinzukommen kénnen. L hétte dann ebenfalls A-
Nachrichten an M gesendet. So aber vereinfacht sich die Verarbeitung der
A-Nachrichten im Knoten M zu (wir fassen die K; wieder zu einem Vektor
gusammen )

N (M) = Xp(M) = ( s ) (3.57)

Ein Knoten muB nach Verarbeitung der Nachrichten wieder seine BEL-
Werte anpassen:

0.1315 0.968
. ( 002704
0.127292
u=ﬁi¥?95‘! 0.176
il 0.825

BEL(M) = a.( 0.845 )x(n.uaz)

(3.58)
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Wie wir sehen, ist das Vertrauen in die Hypothese M; (Morbus Addison
liegt vor) zwar immer noch gering!?, jedoch schon fast vier mal so groff wie
hisher.

Nun, da bekannt ist, wie A-Nachrichten entstehen und verarbeitet werden,
konnen wir auch genauer erkliren, was die A-Nachrichten bedeuten. Ein
Knoten K habe m Nachfolgerknoten W', die jeweils I, Hypothesen enthal-
ten. K enthilt wieder k& Hypothesen K;, 1 <1< k.

K berechnet seine BEL(K;)-Werte nach Gleichung 3.26. Dazu wird der
Wert A(K;) bendtigt, welcher die Wahrscheinlichkeit p(E|K;) darstellt (vgl.
Gleichung 3.29) mit Ey einer Evidenz im Nachfolgerknoten W([PeaB88]). Bei
mehreren Evidenzen Ew in den Nachfolgerknoten stellt dementsprechend
A(K:) die Wahrscheinlichkeit

P\ Bw|K:) = [] p(Bw|K:) (3.59)
W W

dar.

Daraus erklirt sich Gleichung 3.56. Die Wahrscheinlichkeiten p(Ew|K;)
entsprechen prinzipiell den Wahrscheinlichkeitsverteilungen in den Verbin-
dungsmatrizen der Nachfolgerknoten W ([Pea88]). Da diese im Knoten K
nicht zugreifbar sind?’, miissen sie von W an K gesendet werden.

Wie in [Pea88] nachzulesen ist, kann A(W) trotzdem nicht direkt aus der Ver-
bindungsmatrix von W kopiert werden, weil W indirekt von einem weiteren
Knoten X (d.h. K, W, X bilden eine Kette) beeinflult wird. Die Evidenz
E, die dann bei K eintrifft, ist dann eine Kombination der Evidenzen Eyy
in W und in Ex in X, nicht eine Evidenz in W allein. Darum gilt

ME:) =p(E|K:) = Y p(E|Ew AK;)-p(Ew|K:)

Ew
= > plE|K:) - p(Bw|K:)
Eur
= m(BwlKs) - \(Ew) (3.60)

wodurch die Gleichung 3.53 entsteht.

¥ was nicht verwundert, da Morbus Addison aufgrund selten vorkommender Ursachen
anch eher selten vorkommt und ein erhhter Blutzucker bei sehr vielen Krankheiten auf-
treten kann

** das Berechnungsparadigma von [Pea88] gibt vor, dafl jeder Knoten fiir sich autonom
ist; vergleichbar mit Objekten aus dem Paradigma der Objektorientierung verfiigt ein
Knoten nur iiber seine eigenen Daten. Daten aus anderen Knoten (Objekten) miissen
durch Nachrichten (Methodenaufrufe) ausgetanscht werden
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3.3.5 w-Nachrichten

Kommen wir zuriick zur Propagierung der Evidenz im Knoten ,Blutzucker®.
Die BEL-Werte von M haben sich gedandert.

Der nun aktivierte Knoten M sendet wiederum, genau wie eben noch B,
A-Nachrichten an seinen Vorgdnger. M erzeugt aber auch Nachrichten an
seine Nachfolger.

Fin Knoten K mit Nachfolgerknoten W' sendet nach seiner Aktivierung und
der Berechnung neuer BEL-Werte m-Nachrichten an alle Nachfolgerknoten
W! auBer an die, durch die die Aktivierung ausgelost wurde ([KBPS95]).
Fiir jede Hypothese K; wird eine solche Nachricht an die Nachfolgerknoten
weitergeleitet. Die Nachricht 7 von K; an die m Nachfolgerknoten W' wird
erzeugt nach [KBPS95] mittels der Gleichung

i (Ki) =m(Ks) - [] Awi(K) (3.61)
r=1.rsl

Die an die Nachbarknoten weitergeleiteten Nachrichten bestehen also aus
dem Produkt aller eingehenden A-Nachrichten und dem 7-Wert des Knotens.
Dadurch ist gewihrleistet, dafi alle Knoten im Beliefnetz, auch die, fiir die
es keinen Pfad durch das Netz zum Knoten, an dem die Evidenz aufgetreten
ist, gibt.

Auch die w-Nachrichten schreiben wir als Vektor. M erzeugt nur einen sol-
chen Vektor, den er an L sendet. B erhilt keine w-Nachricht, da B die
Anderung in M hervorgerufen hat. So berechnet M die Nachricht

w(My) - Ap (M)
THd) = («{Mi}-lﬁwf-.))

0.032 - 0.845
= ( 0.968 - 0.1315 ) (3.:62)

M sendet diesen Vektor an den Nachfolgerknoten L. Zusitzlich sendet er
einen A-Vektor. Dieser wird analog zum A-Vektor von B an M berechnet.
Dann wird M deaktiviert.

3.3.6 Verarbeitung der m-Nachricht

L empfingt nun die w7-Nachricht. Daraus werden die L-eigenen w-Nachrichten
berechnet. Empfangt ein Knoten K mit & Hypothesen K; von seinen n
Vorgingerknoten V™, die jeweils iiber Hypothesen v, V! verfiigen, so be-
rechnet sich w(K;) nach [KSH91] aus der Gleichung
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iy

r(K) = ... Y MUKVa, ..., Vi) - 7e(Ve) - ...x(V)  (363)

u3=1 Un=1

was einer Verallgemeinerung des Satzes von der totalen Wahrscheinlichkeit
entspricht. In unserem Beispiel rechnen wir daher fiir den Knoten L:

w(L1) = p(Li|Mi): wp(Mi) +p(La|Mz) - 7 (Mz)
0.7 -0.027 + 0.8 -0.127
— 0.121 (3.64)

m(La) = p(La|My)- wp(Mi) + p(La|Ms) - wp(Ma)
= 0.2:0,027+0.1-0.127
= 0.018 [3.55]

w(L3) = p(Lg|My)-mp(My) + p(Ls| M) - wp(Mp)
0.1-0.02740.1-0.127
= 0015 (3.66)

Daraus folgt der neue Belief-Vektor des Knotens L:

0.121 1
a-(ﬂ.ﬂls)x(l)
0.015 1
0.785
= ( 0.117 ) (3.67)
0.097

L hat keine Nachfolgerknoten und keine Vorgangerknoten aufler M, so daf
der Knoten L zunéchst stabil bleibt.

Fassen wir nun den Verlauf von Nachrichten zusammen. Wir nehmen an,
es wiirde eine Evidenz im Knoten Blutzucker stattfinden. B wird aktiviert
und sendet A-Nachrichten an M. B wird deaktiviert. M wird aktiviert und
gendet w-Nachrichten an I sowie A-Nachrichten an Z. M wird deaktiviert. L
und Z werden aktiviert. L sendet keine Nachrichten und wird deaktiviert. Z
sendet A-Nachrichten an § und T. Z wird deaktiviert. Dafiir werden 5 und
T aktiviert. Beide senden jedoch keine Nachrichten mehr und werden wieder
deaktiviert und alle Wahrscheinlichkeiten des Netzes sind wieder konsistent.,

BEL

I
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3.4 Probleme und Losungsvorschliage

3.4.1 a-priori-Wahrscheinlichkeiten

Im Idealfall stammen die a-priori-Wahrscheinlichkeiten, die zur Initialisie-
rung der Wurzelknoten bendtigt werden, aus Statistiken, aus denen hervor-
geht, wie wahrscheinlich das Vorliegen einer Krankheit ist, bevor man den
Patienten untersucht hat. Es kann sich dabei um den Anteil der Kranken an
der Weltbevolkerung, an der Bevilkerung eines Landes, an der Anzahl der
bisher behandelten Patienten o.i. sein.

Die Wahl der Grundmenge ist hier von besonderer Bedeutung, da ,unbe-
dingte* Wahrscheinlichkeiten vorliegen, die jedoch wie bereits auf Seite 1
erwahnt, nur in einem allgemeinen Kontext gelten.

Es werden jedoch keine Angaben {iber den Grad der Allgemeinheit oder Art
des allgemeinen Kontextes gemacht. Gerade der rdumliche Kontext enthilt
fiir die Medizin viele Informationen iiber die a-priori-Wahrscheinlichkeiten,
da bestimmte Krankheiten oder Symptome bazw. die Haufigkeit der selben
groflen regionalen Schwankungen ausgesetzt sein komnen.

Ein Beispiel fiir die regionalen Schwankungen ist die Tuberkulosesterblich-
keit in den Regierungsbezirken Osnabriick und Oppeln aus [BDH' 54a] (s.

Abbildung 3.5). Ein weiteres Beispiel aus Finnland {ebenfalls nach [BDH *54a])

zeigt Abbildung 3.6. Die Tuberkulosesterblichkeit war dort in landlichen Ge-
bieten zeitweilig nur halb so groff wie in den Stadten.

Solch drastische Differenzen haben einen entsprechenden Einflufi auf die
Wurzelknoten und auf das gesamte Beliefnetz. Es fragt sich nun, welchen
a-priori- Wahrscheinlichkeiten im Falle des Vorliegens mehrerer unterachied-
licher Statistiken zu bevorzugen sind.

Wenn eine Auswahl verschiedener Statistiken und einhergehend Kontexten
existiert (vielfach wird man nur eine einzige oder gar keine Statistik finden,
die man den Wahrscheinlichkeitswerten zugrundelegen kann®!), so empfeh-
len wir den Kontext zu wihlen, der die grofite Semantik®® beinhaltet, die
alle Fille (Krankheitsfille, Patienten) der konkreten Anwendungsdoméne
{Praxis, Klinik, etc.) gerade noch einschliefit.

Je mehr Semantik in die Wahrscheinlichkeiten des Wurzelknotens einge-
bracht wird, desto spezialisierter ist der Wurzelknoten. Aus diesem Grund
wird die Genauigkeit der Wahrscheinlichkeiten im Beliefnetz (leider auf Ko-
sten der Flexibilitit) grofer.

*1fiir den Fall, dafl keine Statistiken existieren, miissen die s-priori-Wahrscheinlichkeiten
abgeschitzt werden. Dagu wird jedoch wiel Erfahrung von Experten auf dem Gebiet
benétigt.

*im Sinne einer starken Spegialisierung der in der Statistik verwendeten Grundmenge
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Tuberkulosesterblichkeit
pro 10000 Kranke
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Abbildung 3.5: regionale Schwankungen der Tuberkulosesterblichkeit zwi-
schen Osnabriick und Oppeln in Oberschlesien nach [BDH™'54a] (leicht
veriinderte Darstellung)

4 -5 B3

-
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Tuberkulosesterblichkeit
pro 10000 Kranke
3

Abbildung 3.6: regionale Schwankungen der Tuberkulosesterblichkeit in fin-
nischen Stidten und Landgemeinden nach [BDH'54a] (leicht verinderte
Darstellung)
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Soll das Beliefnetz als Wissensbasis flexibel in verschiedenen Domé&nen ein-
gesetzt werden, so empfiehlt sich die Wahl eines allgemeineren Kontextes,
der weniger Semantik enthilt. Ein Beispiel fiir die Anwendung eines Netzes,
deren Wahrscheinlichkeiten aus Statistiken mit niedrigerem semantischen
Niveau stammen, kénnte ein globales via Internet zugreifbares Diagnoseun-
terstiitzungssystem sein.

Beispiel T Sei in diesem rein hypothetischen Beispiel (in Anlehnung an
Abbildung 3.6) die Wahrscheinlichkeit fiir das Auftreten von Tuberkulose in
einem Staat 0.03. Seien weiterhin die Wahrscheinlichkeiten fiir Tuberkulo-
se unter der Stadtbevilkerung 0.07 und unter der Londbevolkerung 0.01. st
der Diagnostiker, der ein Beliefnetz zur Unterstiitzung verwendet, auf dem
Lande titig und bekommt nur selten stidtischen Besuch in seiner Prazis,
so sollte er die Landbevilkerungsstatistik mit p(Tuberkulosze) = 0.01 zum
quantitativen Aufbau verwenden. Diese Statistik biefet thm genau auf seine
Fatienlen passende Informationen. Die Staalsstatistik bietet weniger Infor-
mation/Semantik an (die Information, daf die betrachtete Bevilkerung vom
Lande stammt ist nicht enthalten). Die Stadtbevilkerungsstatistik kann nicht
verwendet werden, da deren Grundmenge (Stadinbevilkerung) seine Kund-
schaft (Landbevilkerung) nicht wmfaft.

3.4.2 Knoten fiir allgemeine Kontexte

Eine weitere Maglichkeit solche Informationen in das Netz einzubringen ist
die Modellierung dieser Informationen als zusitzliche Knoten (qualitative
und quantitative Modellierung). Fiir das oben genannte Beispiel kinnte eine
Verfeinerung des Netzes wie in Abbildung 3.7 dargestellt aussehen.

Abbildung 3.7: mégliche Verfeinerung durch Hinzufiigung von Knoten (Zu-
fallsvariablen)

Diese Lisung verursacht zum einen eine Verlagerung des Problems in andere
Knoten (n&mlich in den oder die neuen Wurzelknoten), zum anderen lauft
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man bei der Modellierung des Beliefnetzes Gefahr, letztendlich , die Welt®
zu modellieren. Die Netze konnen schnell ungeahnte Grifien annehmen. Dies
ist der Preis dafiir, entweder mit genaueren Zahlen arbeiten zu kénnen, oder
das Problem der Abschitzung der a-priori-Wahrscheinlichkeiten zu verein-
fachen. Dies darf aber nicht dariiber hinwegtéuschen, daf man sich nun ein
weiteres neues Problem einhandelt: Die Wahrscheinlichkeit des bisherigen
Wurzelknotens (der ja jetzt ein innerer Knoten ist, da ein neuer Wurzelkno-
ten eingefiigt wurde) sind jetzt keine a-priori-Wahrscheinlichkeiten mehr,
sondern bedingte Wahrscheinlichkeiten (abhéngig von dem neuen Wurzel-
knoten), die manchmal nicht weniger schwierig abzuschitzen sind. Wir kom-
men spiter auf dieses Problem zuriick.

3.4.3 Iink-Matrizen

Grundsitzlich begegnet man bei der Verwendung von Statistiken den selben
Problemen, wie sie schon auf Seite 59f. erliutert wurden. Zusatzlich taucht
bei bedingten Wahrscheinlichkeiten die Schwierigkeit auf, dafi die bedingten
Wahrscheinlichkeiten weniger leicht zu erhalten sind. Benétigt werden in
diesem Fall z.B. Tabellen wie auf Seite 7 dargestellt.

Tabellen dieser Art sind unseres Wissens nicht allgemein zugreifbar, Die
Idee, derartige Daten iiber ein globales Netz (z.B. Internet) zugreifbar zu
machen, eventuell mit einer Verbindung aller rzlicher und klinischer Pati-
entendatenbanken, in denen fiir die Patienten ihre Krankheiten, Kranken-
geschichte, Beschwerden, Symptome, Indikationen etc. gespeichert sind, ist
sicherlich zur Zeit noch Zukunftsmusik.

Man mag hier einwenden, dafl es nicht nétig sei, Daten aus aller Welt zu sam-
meln. Dies mag wohl richtig sein, wenn es sich um Standard-Erkrankungen
mit entsprechender Haufigkeit handelt. Auch bei kleineren bekannten Krank-
heitsfillen wird sich bereits eine relative Héufigkeit stabilisiert haben, die als
Wahrscheinlichkeit iibernommen werden kann. Interessant sind Diagnoseun-
terstiitzungssysteme fiir Standard-Krankheiten aber sowieso nicht. Interes-
sant werden sie erst beim FEinsatz fiir schwierige Differentialdiagnosen. Da-
bei aber existieren eventuell sehr wenige bekannte Fille, wie z.B. bei der vor
wenigen Wochen erst an einer besonderen Form des Lassa-Fieber verstorbe-
nen Studentin, Dieser Fall sorgte fiir grofle Schlagzeilen und bereitete den
behandelnden Arzten einiges Kopfzerbrechen. Ein auf solche Fille spezia-
lisiertes Diagnoseunterstiitzungssystem hitte vielleicht den Diagnoseprozef
beschleunigen und somit vielleicht ein Leben retten kénnen.

Die Verbindungsmatrizen miissen meist wohl aus Ermangelung an entspre-
chenden Statistiken geschitzt werden. Hier kommt der Vorteil der Beliefnet-
ze zum Tragen, die gerade derart gestaltete bedingte Wahrscheinlichkeiten
verwenden, die auch geschitzt werden kiénnen, néimlich Wahrscheinlichkei-
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ten fiir eine Wirkung unter der Bedingung, dafl eine bestimmte Ursache
vorhanden ist.

Dies ist genau das, was Mediziner im Studium zu lernen pflegen und sollte
damit, zumindest wenn man nur grobe Schitzungen verlangt, kein echtes
Problem werden.

3.4.4 Aufbauformen

Das Wissen des Mediziners kann im einfachsten Fall in einem Netz modelliert
werden, daB von einer 3-Ebenen-Struktur diktiert wird:

o Ursachen fiir Krankheiten
o Krankheiten

s Symptome und Indikationen

Diese 3-Ebenenstruktur kann jedem Diagnosesystem zugrunde gelegt wer-
den, auch z.B. einem Motordiagnosesystem oder einem anderen technischen
Diagnosesystem. Dabei ist nur das Wort ,Krankheit® durch ,Fehler® zu er-
setzen. Innerhalb der Ebenen gibt es wieder Unterstrukturen, die ebenfalls
als Subebenen die Ebene in mehrere Ebenen aufteilen. Abbildung 3.8 zeigt
ein Beliefnetz zur Diagnose von Brustkrebs.

Deutlich erkennt man auch die 3-Ebenen-Struktur mit einer zusatzlichen
Subebene in Ebene 3. Fiir den in der Abbildung dargestellten 1-Krankheits-
Fall reichen auch die einfach verbundenen Bayesschen Beliefnetze aus. Schwie-
rigkeiten mit den einfache verbundenen Bayesschen Beliefnetzen kommen
aber schnell zu Tage, wenn das System mehr als nur eine Krankheit dia-
gnostizieren kénnen soll bzw. dafiir eine Unterstiitzung anbieten mufl. Dann
fiihrt die Situation, dafl ein und die selbe Ursache nicht nur gleichzeitig einen
wie auch immer gearteten Einfluf auf beide Krankheiten hat, und zugleich
beide Krankheiten mindestens eine gleiche ein Symptom oder eine Indika-
tion reprasentierende Zufallsvariable beeinflussen. Dann kommt man nicht
mehr an den mehrfach verbundenen Netzen vorbed.

Mehrfach verbundene Netze werden aufler in [Pea88] auch in [BFGK97] und
[BWW97] beschrieben.
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Abbildung 3.8: Beliefnetz zur Diagnose von Brustkrebs aus [KRW*09]




Kapitel 4

Faktorenanalyse

Urspriinglich wurde die Faktorenanalyse in eine enge Verbindung mit der
psychologischen Intelligenz- und Personlichkeitsforschung gebracht und in
diesem Anwendungsbereich weiterentwickelt. Erst spéter setzte man sie auch
hei anderen Fragestellungen ein. Inzwischen findet sie in verschiedenen Natur-
bzw. verhaltenswissenschaftlichen Fachgebieten Verwendung, unter anderem
in der Medizin ([CTCB89], [FH84], [HE84]).

Die Faktorenanalyse findet insbesondere dann Anwendung, wenn im Rah-
men einer statistischen Erhebung eine Vielzahl von Zufallsvariablen zu einer
bestimmten Fragestellung erhoben wurden und der Anwender der Erhebung
an einer Reduktion der Datenmenge interessiert ist ([BEPW80]).

Ziel der Faktorenanalyse ist es, mannigfache (mehrere) Merkmale, die zu
einem zu klirenden Sachverhalt erhoben wurden, auf wenige zentrale Fak-
toren zu dezimieren. Hs wird angestrebt, aus einer Vielzahl von Variablen
voneinander unabhéngige Einflufifaktoren herauszukristallisieren und damit
cinen Beitrag zur Entdeckung von unabhingigen Beschreibungs- und Er-
klirungsvariablen zu ermitteln ([BEPW90]).

Die Faktoren, von denen hier die Rede ist, sind den Zufallsvariablen sehr
dhnlich. Jedoch besteht laut ([EMT95]) zwischen ihnen ein wichtiger Unter-
schied:

e Variablen sind direkt beobachtbare oder mefibare Werte, wie z.B. Ge-
wicht, Temperatur, Anzahl geschenkter Blumen, Blutzuckerspiegel etc.

e Faktoren hingegen sind latente, nicht direkt beobachtbare oder mefiba-
re Werte, wie z.B. Kreativitit, Gesundheit, Liebe, Wirtschaftlichkeit
etc.

65
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4.1 Ausgangsdatenmatrix

Wir werden ebenso wie bereits in Kapitel 3 die Faktorenanalyse anhand ei-
nes durchgingigen Beispiels aus der Medizin erlautern. Eine Erhebung mufi
nicht unbedingt eine Befragung sein. Es kann sich um jedwede andere Art
der Messung handeln. Das Zahlenmaterial fiir dieses Beispiel stammi aus
[vL35]. Dort werden Messungen des weifien Blutbildes durchgefiihrt. Hinter
den gemessenen Variablen (eosinophile Granulocyten, stabkernige Granulo-
cyten, segmentkernige Granulocyten, basophile Granulocyten, Monocyten,
Ubergangsformen, Lymphocyten) suchen wir ,nicht mefbare* Faktoren, die
das Zustandekommen der Variablenwerte erkldren kénnten.

Wir bendtigen zunachst eine Matrix der Werte der gemessenen Variablen. In
[vL35] werden die Variablen Eosinophile, Stabkernige etc. an 13 Sportstu-
dentinnen unter anderem vor und nach 0.75 Stunden gymnastischer Ubun-
gen gemessen. Das Ergebnis dieser Messungen ist Tabelle 4.1 zusammenge-
fafit.

Dabei ist Entnahme I jeweils das Blutbild vor Beginn der Gymmnastik, Ent-
nahme I sind die Werte des Blutes nach der Gymnastik. Wir wollen die Blut-
bildverinderung untersuchen und erzeugen, in dem wir die Werte von Ent-
nahme I von den Werten der Entname II subtrahieren und so die Verdnde-
rung des Blutbild wihrend der sportlichen Betdtigung erhalten, die Aus-
gangsdatenmatrix (Tabelle 4.2).

4.2 Korrelationsrechnung

Faktoren, die hinter den Variablen stehen, findet man durch Biindelung von
Variablen. Mehrere Variablen entsprechen einem Faktor.

Beispiel 8 (Biindelung von Variablen) Zwei Variablen ,Haltbarkeit™ und
JPreis® eines Produkis kinnen zu einem latenten Fakior ,Wirtschaftlich-
keit“ zusammengefafit werden ([BEPWS0]).

Um Variablen zu finden, die man evtl. zusammenfassen kénnte, sucht man
nach Korrelationen gwischen den Variablen, Zwei Variablen X und Y heiflen
korreliert dann und genau dann, wenn die Kovarianz

X - Y) — p(X) - p(Y) (4.1)
mit p(X) dem Erwartungswert der Variable X, einen Wert ungleich 0 hat
(vgl. [LR&8]). Andernfalls heiflen X und Y unkorreliert'. Die Korrelation

! 8tochastisch unabhingige Variablen sind stets unkorreliert. Dagegen sind aber nach
[LR&8] nicht alle unkorrelierten Variablen stochastisch unabhingig
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&
, & g s
s| £ #| 5| ¢| £| £ | 2
§ Fls|F f fal lrs| B |
= & fvf hﬂ‘é“'? j - o) "3
Bo. I T R (R 46.5 0 3 45 30.5
Il 1.5 ] 49 3 3 2 33.5
Mii. I T 4 39 1.5 2 B 415
Il 3 3.5 56.5 1.5 2 7.5 26
Hu. I ] ] 47.5 1.5 1.6 3.5 38
Il 3 9.5 46 1 15 35 36.5
Bk. I L 4 48 i 15 156 43.5
Il 2 7 48 1.5 45 7 30
To. I 1 4 42 1 2 25 475
I 1.5 4 42.5 0.5 5 4 42.5
Br I 1.5 1 485 0 2.5 7 a1
il 1 9 55 2 0.5 1 31.5
Sm I 3 [ 44 0 1.5 1 41.5
Il 3 13.5 5.5 2 4.5 25 18
Ge I 45 ] 415 1.5 2 4 385
II 1 7.5 45 0.5 4.5 5 36.5
Fr I 15 9 24.5 0 2 45 46.5
I 4 11 44 0.5 3 2.5 35
Ia. I i 3 a0 L5 25 2 45
Il 6.5 8 48.5 1 3.5 2.5 30
Pl i 2 0.5 41.5 0.5 1.5 4 41
11 15 19 41 0.5 2.5 7 285
Al I g 10 36.5 L 3 5 36
Il 105 75 30 2.5 2.5 0.5 375
Sch I 4 45 375 1 35 1 475
11 2.5 9.5 48 2 2.5 0 35.5

Tabelle 4.1: Blutwerte nach % Stunden Gymnastik, 13 Studentinnen, Auszug
aus [vL35]

zweier Variablen kann man sich vorstellen als Zusammenhang
X ist groff « Y ist grofl
oder
X ist klein ++ VY ist klein.
Um aber gerade diese Korrelationen berechnen gu kénnen, benétigt man ein
mathematisches Hilfsmittel: die Korrelationsrechnung. Unter Zuhilfenahme

der Ausgangsdatenmatrix in Tabelle 4.2 versucht man, die Korrelationen
aller Variablen untereinander aufzukliren ([BEPW90]).
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8 g
- g & g &
F 5 & 5 £
§ [ § | F 5 j § 4

= ﬁ? & 5 - w}f
Bo. 10 60 ] 25 ~ 3 3 25 57
Mii. -4 -0.5 17.5 0 0 25 -15.5
Hu. 0 35 -15 0.5 i i} 15
Bk. 0.5 3 ] 1.5 3 5.5 -135
Jo. 0.5 0 0.5 0.5 3 1.5 -5
Br. 0.5 7.5 8.5 2 -2 i 95
Sm. 0 4.5 12.5 2 3 1.5 235
Ge. 3.5 -0.5 3.5 1 2.5 1 2
Fr. 0.5 2 9.5 0.5 1 i 2115
Ja. 0.5 5 8.5 0.5 1 0.5 -15
Pl 0.5 9.5 0.5 0 1 3 125
Al 2.5 2.5 2.5 1 -05 4.5 1.5
Sch. || -1.6 5 10.5 1 -1 4 12,5

Tabelle 4.2: Ausgangsdatenmatrix

Um zwei Variablen X und Y vergleichen zu kénnen, mufi man sie stan-
dardisieren. SchlieBlich kénnen die beiden Variablen Werte in vollkommen
unterschiedlichen GréfBenordnungen aufweisen, 2.B. dadurch, daf die Maf-
einheiten ungeeignet gewihlt wurden, oder weil es den Variablen inhérente
Unterschiede in Mittelwerten und Varianzen gibt, Ebenfalls problematisch
ist, dafl die Variablen in verschiedenen nicht metrischen Skalenniveaus erho-
ben worden sein konnen, z.B. in Nominal-, Ordinal-, Intervall- und Verhilt-
nisskalen (vgl. [KSV96]), auf die wir im Rahmen der Arbeit jedoch nicht
einhegen wollen. Die Standardisierung zielt darauf ab, alle Variablen derart
zu verandern, daf deren Mittelwerte 0 ergeben, und alle die Standardabwei-
chung 1 vorweisen (vgl. [BEPWS0]).

Um dies fiir eine Variable X zu erreichen werden die Werte jeder einzelnen
Erhebung z; von X modifiziert:

zi—X
sx

(4.2)

H:

mit z dem standardisierten Wert von z;, X dem Mittelwert aller Beobach-
tungen von X und sx der Standardabweichung der selben. Diese Gleichung
wenden wir auch Tabelle 4.2 an. Zunichst benétigen wir die Mitielwerte
und Standardabweichungen aller Variablen:

—1—-44+05+4+05-05—354054+05—-05+25—-15
13

Eosmophile =
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_ =b:b
T
= —0.5 (4.3)
1
Ex = T E[Eminophﬂei — Eosinophile)?
=1
1

= Al (=0.5)% 4+ (=352 4+ 124+ 02+ (-3)2+ 12+ 12402 + 32 + (—1)2)

1.66 (4.4)

Analog dazu berechnet man Mittelwert und Standardabweichung aller Va-
riablen und erhilt nach Gleichung 4.2 Tabelle 4.3.

5
- £
LAl 28l £ 4

= 5"' .Qéo g

%i & & j m‘ﬂ? 5 S ‘f

Bo. -0.083 (.226 -0.155 (.568 -0.43 -.248 0,115

Mii. -(L583 -0.312 0.575 -0.1565 -0.11 0.187 =0.239

Hu. 0.083 019 .35 -0.274 =0,11 -0.03 0.366

Bk. 0167 0,022 AL2TT 0.201 1.368 ().448 -{1. 156

Jaov, 0.167 0,271 0,253 ={.274 0,368 0.1 0. 199

Br. 0 (.35 0137 .32 -1.43 -0.552 0011

Sm. 0.083 0.102 0.331 0.32 0.368 0.1 -0,672

Ge. =05 -0.312 0,107 =0.393 0.288 0.057 0.324

Fr. (0.167 A.105 0.185 -0.037 0.049 -0,.204 -0.072

Ja. 0.167 0.143 0137 -0.274 0.049 0013 -0,218

Pl. { 0.516 -0.301 -0.165 0.049 0.231 (.114

Al 0.5 0,478 0.155 0.082 =19 =0.421 0.47

Seh. || -0.167 | 0.143 0.234 0.082 | -0.27 0.318 -0.114

Tabelle 4.3: standardisierte Ausgangsdatenmatrix

In dieser Tabelle, die als ,standardisierte Ausgangsdatenmatrix® bezeichnet
wird, kann man manchmal, aber nicht immer, schon gewisse Beziehungen
zwischen Variablen sehen (z. B. eine Variable ist immer dann klein, wenn
eine bestimmte andere Variable auch klein ist und umgekehrt). Betrachtet
man sich aber Tabelle 4.3, so ist offensichtlich, dafi dies wohl nicht reichen
kann, die Korrelation zwischen den Variablen herauszufinden. Man verwen-
det stattdessen nach [BEPW90] die Gleichung

¢ (4.5)
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mit Z der standardisierten Ausgangsdatenmatrix, Z7 der transponierten
standardisierten Ausgangsdatenmatrix, und R der gesuchten Korrelations-
matrix. Die Korrelationsmatrix ist eine quadratische Matrix, in der fiir alle
Variablenpaare( X1,X3) verzeichnet ist, wie stark sie korrelieren.

Sind in einer Ausgangsmatrix k Erhebungen (hier Studentinnen) 1, 1 <
i < k der Variable X; und ebenso k& Erhebungen zs;, 1 <1 < k der Varia-
ble X5 notiert, so kann man die Werte r(X;, X3) der Korrelationsmatrix,
ebenfalls nach [BEPW90], mittels der Gleichung

¥ (@1 — Xa)(eei — Xo (4.6)
'} Ef=1 (21,6 — X1)2 - E?.—_lfwz.-.‘ - X,)?

berechnen. Wir wollen dies nun nicht am Beispiel demonstrieren und geben
statt dessen nur die fertige Korrelationsmatrix R in Tabelle 4.4 an.

& 3

& & g 5 3 &

= = e =¥ &

; ivar

b AUE IR SRR A §

r(X1,X2) =

&3 a4 = a a7

Eosinophile 1 0.024 -0.436 0.208 | 0.066 -0.315 0.163
Stabkernige 1 -0L080 0.363 | -0.296 0.036 -0.421
Sepmentkernige 1 0.136 | -0.155 -0.007 -0.628
Basophile 1 -(1.413 ~[1.304 -0.282
Monocyten 1 0.578 -0.248
Ubergangsformen 1 -.428
Lymphocyten 1

Tahelle 4.4: Korrelationsmatrix

Die Hauptdiagonale dieser Matrix enthilt zwingend ausnahmslos Einsen.
Dies ist zwingend, weil jede Variable ja mit sich selbst vollstandig korreliert?.
Die Korrelationsmatrix ist nur oberhalb der Hauptdiagnoalen gefiillt. Zwar
ist sie mathematisch auch unterhalb der Hauptdiagonalen nicht Werte-frei,
aber die Werte entsprechen denen iiber der Hauptdiagonale (X7 korreliert
mit X3 in gleichem MaBe wie X; mit X.

Meist wird es empfohlen, die Ausgangsdatenmatrix zu standardisieren, weil
somit erstens eine Vergleichbarkeit von Variablen erméglicht wird und zwei-
tens die Korrelationsrechnung erleichtert wird ([BEPW90]). Wir empfinden
dies als unnétigen Umweg, da ,interessante Korrelationsrechnungen aus
der Realwelt (mit entsprechend vielen Variablen) sowieso nicht mehr per

*gine Korrelation von 1 bedeutet zwar nicht immer, daf die Variablen identisch sind,
aber, dafl sich ihrer Werte proportional verhalten
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Hand sondern mittels Rechnerunterstiitzung berechnet werden und somit
schnell ein Ergebnis vorliegt. Die standardisierte Ausgangsdatenmatrix ist
in unseren Augen nur dann interessant, wenn man schuell einen Uberblick
iiber das Verhalten von Variablen erhalten mochte und die Rechnung , per
Hand* durchgefithrt wird.

Anhand der Korrelationsmatrix kénnen die Zusammenhénge zwischen Va-
riablen begutachtet werden. Die Korrelation zwischen zwei Variablen ist
immer eine Zahl , —1 < z < 1. Ist die Korrelation nahe an 1, so liegt eine
hohe positive Korrelation vor. Hohe positive Korrelationen zwischen zwei
Variablen X; und X3 sind ein Ausdruck dafiir, dafi, wenn X einen hohen
Wert hat, auch X4 einen hohen Wert hat, zumindest im Schnitt. Eine hohe
negative Korrelation hingegen bedeutet fiir hohe Werte von X besonders
niedrige Werte fiir X3, Ein Korrelationskoeffizient von 0 hingegen sagt aus,
daB die Werte von X und X4 sich nicht zu beeinflussen scheinen oder anders
gesagt kein Zusammenhang zwischen den Variablen existiert ([vL98]).

Besteht zwischen zwei Variablen eine betragsmifig hohe Korrelation, so liegt
es nahe, diese zu einem latenten Faktor, der sunichst noch nicht interpretiert
sel, zusammenzufassen.

Durch die Zusammenfassung zweier oder mehrerer Variablen gehen Infor-
mationen (z.B. iiber die genauen Werte, den Mittelwert, die Varianz etc.
der Variablen) verloren. Mit dem Informationsverlust einher geht aber auch
die Gréfle der Datenmenge, die es zu verarbeiten gilt. Ziel der Faktorenana-
lyse ist es nun, die Grifle der Datenmenge zu reduszieren, und gleichzeitig
den einhergehenden Informationsverlust gering zu halten (vgl. hierzu u.a.
[BEPW90] und [FH84]).

Wir werden noch sehen, dafi es mit Angaben sur Reduktionsstirke und zum
zu erlaubenden Informationsverlust gerade keine Aussagen zu machen gilt.
Wie stark die Information verdichtet werden soll und wie viel davon dabei
verloren gehen darf liegt allein in der Hand dessen, der die Faktorenanalyse
durchfiihrt.

Dies ist auch ein wichtiger Kritikpunkt an der Faktorenanalyse: Die hoch-
gradige Indeterminiertheit der Ergebnisse durch Eingriffe des Anwenders.

4.3 Fundamentaltheorem

Die Idee der Faktorenanalyse haben wir weiter oben bereits kennengelernt.
Es stellt sich aber die Frage, wie man die Faktoren rein rechnerisch aus den
Variablen (konkret aus der Korrelationsmatrix) ermitteln kann. Wir gehen
davon aus, daB jede Variable bzw. jeder Wert derselben aus einer Kombina-
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tion von Faktoren® dargestellt werden kann. Man ist in der Faktorenanalyse
sogar noch strenger und verlangt, daB es sich bei angesprochener Kombi-
nation um eine Linearkombination handelt, die einen Wert der Variable
in der Z-Matrix (d.h. den standardisierten Wert) darstellt (vgl. [MooT8],
[BEPW90]):

arefir +asefia+...tajpfii+ .. +appfic
E a'.frk -fl.j Ed"?]

i=1

.k

Il

mit z; ; dem Wert der i-ten Beobachtung der k-ten Variable, f;; dem Wert
der i-ten Beobachtung des j-ten Faktors und a;; der Gewichtung der k-
ten Variable durch den j-ten Faktor. Dies konnen wir auch in Matrix-
Schreibweise darstellen:

Z = FAT (4.8)

mit Z der standardisierten Ausgangsdatenmatrix, AT der transponierten
Matrix der Gewichtungen (Faktorladungsmatrix) und F der Matrix der Fak-
torwerte (Faktorwertematrix) (s. Abbildung 4.1).

Das verwenden eine Linearkombination ist eine Vorweg-Vereinfachung. Es
handelt sich hier um einen kritischen Punkt der Faktorenanalyse, denn man
kann anbringen, dafi die Unterstellung eines linearen Zusammenhangs nicht
immer haltbar ist und evtl, auf andere Zusammenhinge (z.B. quadratische
etc.) zuriickgegriffen werden miifite. Die Art des Zusammenhangs ist jedoch,
da zu diesem Zeitpunkt weder die Faktoren selbst noch deren Interpretation
bekannt sind. Andere Arten von Zusammenhéngen werden in der Literatur
jedoch nicht angewendet.

Es folgt aus Gleichung 4.8 und Gleichung 4.5 durch symbolische Manipula-
tion:

Gl 4.5 1 _r
R £ -1 £ Z
Ersetzung iach Gl 4.8 1 T T
= _K—I(FA ) (FAY)
(X¥)T=¥TXT und (XT)T=X 1
= —(AFT)(F AT
= (AFT)(F AT)

-1 Sl s wm
gt —— A(FTF)A

*die noch nicht vorliegen
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Variablen Faktoren
1= ko= g Te=je=r ——
* * To= k= g
N N pimd
v m— Ay T
g I IS A et 1 1 E A
v ¢ *

Abbildung 4.1: Hinfiihrung zum Fundamentaltheorem

= A—i—qﬁﬂTjAT

K-1
mit
Sagl R TS
C = K—lF F (4.10)

der Korrelationsmatrix der Faktoren,

Man wiinscht sich, daB die Faktoren untereinander nicht korrelieren ([CTC89]).
Eine Korrelation zwischen zwei Variablen oder zwei Faktoren bedeutet, daf
cine Variable (Faktor) einen Teil der anderen Variable (des anderen Faktors)
erklart. Man versucht aber in der Faktorenanalyse gerade die Variablen, die
korrelieren und sich gegenseitig erkliren bzw. voneinander abhingen, zu-
sammenzufassen und damit ,mehrfach vorhandene® Information herauszu-
filtern.

Unter der Annahme und dem Wunschdenken, daf die Faktoren untereinan-
der unabhingig sind, d.h. nicht korrelieren, enthilt die Korrelationsmatrix
nur Nullen?. Daraus folgt wiederum, daf die Korrelationsmatrix €' der Fak-
toren der Einheitsmatrix® E entspricht.

Gl

154

= ACAT

AEBAT
Distributivitiat der béatﬁmmulﬁpﬁhtiun. EAE]}].T

R

-

A AAT (4.11)

4anfer natiirlich auf der Hauptdiagonalen, da die Korrelation mit sich selbst immer
eins ist

®Einheitsmatrix: eine quadratische Matrix, die nur 1 auf der Hauptdiagonale und nur
{) iiber und unter der Hauptdiagonale aufweist
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Zum gleichen Ergebnis kommt auch [FH84]. Daraus kann A bzw. AT mit-
tels iterativer Methoden errechnet werden. Gleichung 4.11, das Fundamen-
taltheorem der Faktorenanalyse, ist der zentrale Punkt der gesamten Fak-
torenanalyse. Es erlaubt die Berechnung der Matrix A.

A wird als Faktorladungsmatrix bezeichnet. In der Faktorladungsmatrix ist
verzeichnet, wie stark der Zusammenhang zwischen einer Variable und einem
Faktor ist (wie stark sie korrelieren). Die Werte der Faktorladungsmatrix
sind damit ein Maf dafiir, wieviel von einer Variable durch die einzelnen
Faktoren erklirt wird ([vL98]). D.h. daB A die Bedeutung der Faktoren
beschreibt.

Die einzelnen Werte A; ; mit einer Variablen X; und einem Faktor F; werden
Faktorladung oder manchmal auch Gewichtszahl genannt.

4.4 Hauptkomponentenanalyse

Ziel der Faktorenanalyse ist nun die Auffindung von moglichst unabhéngi-
gen Faktoren aus der Korrelationsmatrix der Variablen sowie die Erklarung
der Variablen durch die Faktoren. Nach dem Fundamentaltheorem lafit sich
die Korrelationsmatrix aus dem Produkt der Faktorladungsmatrizen dar-

stellen. Dazu bendtigt man das Konzept der Eigenvektoren und Eigenwerte
(empfohlen hierzu sei [FH84] und [LB8&2]).

Aus dem Fundamentaltheorem der Faktorenanalyse a8t sich® nach der Glei-
chung

A=TA:? (4.12)
die Faktorladungsmatrix berechnen.
Dabei ist
T={E?1Eg1'“rt_k}:“'}?q‘}} {413]

die Matrix der Figenvektoren der Korrelationsmatrix R. A entspricht der
Matrix der Eigenwerte der Korrelationsmatrix H.

Nun ist R eine quadratische ¢ x g-Matrix. Gibt es einen Vektor & und eine
Zahl A, fiir die die Gleichung

R =7 (4.14)

gilt, so heiBt A Eigenwert und & zugehériger Eigenvektor von R. Durch
Umformung der Gleichung erhilt man

#fiir einen Beweis befasse sich der interessierte Leser 2B, mit [FH84]
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(R—AE)Z =T (4.15)

mit 0 dem Nullvektor” und E der Einheitsmatrix. Diese Formel hat genau
dann eine Losung = # 0, wenn

IR — AE| =0 (4.16)

ist, was einem Polynom g-ten Grades darstellt. Die Nullstellen dieses Poly-
noms heifien Eigenwerte von K.

Die Eigenwerte unseres Beispiels lauten

M o= 1295 (4.17)
Ay = 0.876 (4.18)
A3 = 0.012 (4.19)
A o= 2117 (4.20)
As = 0.241 (4.21)
A = 0.446 (4.22)
Ay = 2.013 (4.23)

Daraus ergibt sich die Matrix

( +/1.295 0 0 0 0 0 0\
0 0876 0 0 0 0 0
0 ¢ N0 a 0 0 0
AR = 0 0 0 V2117 0 0 0
0 0 0 0 0241 0 0
0 0 0 0 0 0446 0
e 4 0 0 0 0 0 V2013 )
(4.24)

Den Eigenvektor Z! eines Eigenwertes ); berechnet man aus der Gleichung

(R-ME)& =T (4.25)
Ein Vektor, fiir den diese Gleichung gilt, heift korrespondierenden Eigen-

vektor T zu ;.

Wir schreiben die Eigenvektoren als Spaltenvektoren und erhalten nach Glei-
chung 4.13 die Matrix

TWektor, der wur ans Nullen besteht
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/ —0528 —0531 —0.119 0368 0426 0317 —0.001 \
—0.466 0543 —0.352 0.006 —0.186 0.369  0.44
0.474 —0.377 —0.529 —0.329 0.149 0255 0.397

T=| —0211 —0.244 —0.143 0209 —0.127 —0.736 0.524

—0.329 —0.328 —0298 —0.407 —0.606 —0.036 —0.402
~0.27 0238 —0186 —0.556 0.615 —0.348 -0.168

\ 0233 0242 -—0.662 0.487 0.031 -0.184 -—0.42 )

(4.26)

Nach der Gleichung 4.12 erhalten wir eine erste Faktorladungsmatrix:

[ -0.601 —0.497 —0013 0536 0200 0212 —0.129 \
—0.53 0508 —0038 0.008 —0091 0.247 0.625
0.54 —0.353 —0.057 —0479 0073 0.I7TL 0.563
A=| —024 —0228 —0015 0.304 —0.062 —0.492 0.743
_0.37 -0.307 —0.032 —0.592 —0.297 —0.024 —0.57
—0.307 0222 —002 —0.809 0302 -—0.233 —0.238
\ 0.265 0226 -0.071 0709 0015 —0.123 —0.596 /
(4.27)

A ist eine Faktorladungsmatrix fiir sieben Variablen und sieben Faktoren.
Die Faktoren kénnen jedoch nicht einfach den Variablen zugeordnet werden
(1 Variable — 1 Faktor). Wére dies der Fall, so wiirde A der Korrelationsma-
trix R entsprechen. An diesem Punkt angelangt hat man die Faktorenanalyse
noch nicht beendet. Schlieflich ist es nicht wiinschenswert, aus ¢ Variablen
auch g Faktoren zu machen. Der aktuelle Stand ist nur ein Sprungbrett.

Es ist an der Zeit, die Faktorladungsmatrix neu zu berechnen, um eine
kleinere Faktorladungsmatrix mit weniger Faktoren zu erhalten. Die Idee
ist, daB man mit einer geringeren Zahl von Faktoren ebenfalls einen viel-
leicht sogar recht hohen Anteil an Varianz der Ausgangsvariablen erkliren
kann., Man sagt, dafi ein Faktor oder eine Menge von Faktoren eine Varia-
ble oder eine Menge von Variablen erklirt, wenn er oder sie die Varianz
der Ausgangsvariable(-n) erklirt. Gesucht ist nun eine Anzahl » von Fakto-
ren aus den ¢ vorhandenen, die méglichst viel Varianz erkliren. Um diese
Faktoren herauszufinden kann man mehrere Methoden verwenden. Drei von
diesen méchten wir hier vorstellen und verwenden dazu [BEPW90], [LB82]
und [FH84]. Im Anschlufi wird ein weiteres einfaches aber fundamentales
Kriterium angesprochen.
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4.5 Bestimmung der Anzahl der Faktoren

4.5.1 Eigenwert-Kriterium

Jeder Faktor besitzt einen Eigenwert. Dieser Eigenwert kann der Faktor-
ladungsmatrix entnommen werden. Er berechnet sich aus der Summe der
(Quadrate einer Spalte (s. Abbildung 4.2):

9
eigen(f;) = Z A?k (4.28)
k=1
~ , 5 " ) @ A
NN
& @ & & & & &
Easinophile 0601 |-0497 |-0.013 |0.536 0.208 0.212 -0.129 1.0
Stabkernige 052 |0508 |-0038 |0008 |-0081 |0247 |0625 1.0
Segmentkemige |0.54 -0.353 |(-0.057 |-0479 |0.073 017 0.563 1.0
Basophile -0.24 |-0.228 |-0.015 |0.304 |-0.062 |-D.482 |[0.743 1.0
Monocyten -0.37 -0.307 |-0.032 |-0.592 |-0.287 |-0.024 |(-0.57 1.0
Ubergangsformen|-0.307 |0.222 | -0.02 0809 |03202 |-0.233 |-D.238 1.0
Lymphocyten 0.265 0.226 0071 |0.709 0.015 0.123 |[-0.596 1.0

Abbildung 4.2: vorlaufige Faktorladungsmatrix

Der Eigenwert eigen(f;) eines Faktors f; stellt die durch den Faktor f; er-
klarte Varianz an allen Variablen zusammen dar, Im Durchschnitt wird von
allen Variablen die Gesamtvarianz der Daten erklirt. Da die Daten auf eine
Varianz von 1 pro Variable standardisiert sind, ergibt sich in unserem Fall
eine Gesamtvarianz der Ausgangsdaten von 7. Da 7 Variablen sur Erklarung
der Gesamtvarianz zur Verfiigung stehen, erklart jede Variable durchschnitt-
lich eine Varianz von 1.

Nach dem Eigenwertkriterium, daf nach seinem Verfasser (s. [KD59]) auch
Kaiserkriterium genannt wird, werden nur solche Faktoren als wesentlich
erachtet, die einen Eigenwert grifler als 1 haben. Ein Faktor mit einem
Eigenwert kleiner als eins erkldrt weniger von der Gesamtvarianz als eine
Variable selbst und steht damit dem Sinn der Faktorenanalyse, Variablen
durch eine geringe Anzahl von Faktoren zu erkliren, entgegen.

Nach Abbildung 4.3 erhiilt man aufgrund des Eigenwertkriterium (die Fak-
toren sind nach ihren Eigenwerten sortiert) eine Anzahl von 3 wesentlichen
Faktoren: Faktor 4, Faktor 7 und Faktor 1.
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Eigenwert
20 +
15 +
wesentliche
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Abbildung 4.3: Kaiserkriterium

4.5.2 Scree-Test

Der Scree-Test ist ein ,optisches® Verfahren. Empirische Korrelationsmatri-
zen (die Faktorladungsmatrix ist eine Korrelationsmatrix), d.h. solche die
aus reinen unabhingige Zufallszahlen entstanden sind, zeigen typischerweise
immer dhnliche Eigenwerte, oder hildlich gesprochen einen Flachen Verlauf
der Kurve der Eigenwerte ([FH84]). Daher empfindet man die Faktoren als
wesentlich, fiir die die Eigenwertkurve steil verlduft, andere erachtet man
als unwesentlich. Der Screetest ist, wie unser Beispiel zeigt in Abbildung 4.4
zeigt, recht schwierig durchzufiithren und von der persénlichen Semantik von
noteilheit einer Kurve® abhéngig. Er ist unserer Ansicht daher nur bedingt

geeignet.

Nach dem Screetest und unserer Interpretation der Kurve erhalt man als
wesentliche Faktoren fy, f7, fi, f2 und fg.

4.5.3 kumulierte erklirte Varianz

Nach diesem Kriterium aus [FH84| erklirt man soviele Faktoren zu wesent-
lichen Faktoren, die notwendig sind, um einen gewissen Anteil der Gesamt-
varianz zu erkliaren. Auch hier bendtigt man die Faktoren nach Eigenwerten
sortiert. Der Erklarungsanteil eines Faktors f; an der Gesamtvarianz ergibt
sich aus dem CQuotienten

eigen(f;)

> (4.29)
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Abbildung 4.4: Screetest

mit p der Anzahl der Variablen, hier 7, und eigen(f;) dem Eigenwert von f;.
Faktor 4 erklirt somit 30.2 % der Gesamtvarianz, Faktor 7 erklart 27.8 %
ete. Diese Werte werden kumuliert solange, bis ein bestimmte Varianzanteil
erreicht ist, den man von der Faktoren insgesamt erklirt sehen mdchte.

In unserem Beispiel sollen 90% der Gesamtvarianz erklirt werden. Nach Ab-
bildung 4.5 und Gleichung ergibt sich fiir uns eine Anzahl von 4 wesentlichen
Faktoren (Faktor 7, Faktor 4, Faktor 1 und Faktor 2).

4.5.4 Gewiinschte Datenreduktion

Da das Ziel der Faktorenanalyse neben der Aufdeckung von Zusammenhingen
zwischen Variablen eine Datenreduktion ist, kann man als Kriterium auch
direkt eine Anzahl von Faktoren auswihlen. Wiinscht man eine Datenreduk-
tion um mindestens 50%, dann wiirde man in unserem Beispiel 3 Faktoren
wihlen, Die oben genannten anderen Verfahren sind dann ein Maf fiir die
Sinnhaftigkeit dieses Wunsches. Nach dem Kaiserkriterium wire der Wunsch
auf 3 Faktoren zu reduzieren noch sinnvoll. Die erkliarte kumulierte Varianz
von ca. 78% durch 3 Faktoren ist zwar nicht sonderlich hoch, soll aber un-
seren Anspriichen hier geniigen (der Wunsch nach Datenreduktion ist héher
als der Wunsch nach hoher Varianzerklirung). Die Wahl der Anzahl der
Faktoren ist trotz aller Auswahlverfahren immer noch eine Aufgabe fiir die
persinliche Einschatzung.

Dies ist ein Streitpunkt der Faktorenanalyse. Von einem mathematischen
Verfahren erwartet man mehr Determiniertheits und weniger personliche
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Abbildung 4.5: kumulierte Varianz

Eingriffe von auflen.

4.6 reduzierte Faktorladungsmatrix

Sel also die Anzahl der Faktoren r = 3. Die einzelnen Faktoren numerieren
wir neu in Reihenfolge ihrer Eigenwerte und damit Wichtigkeit:

1. Faktor 4 wird nun zu Faktor I (romisch 1)
2. Faktor 7 wird nun zu Faktor II (rémisch 2)

3. Faktor 1 wird nun zu Faktor III (rémisch 3)

Die reduzierte Faktorladungsmatrix ist eine Faktorladungsmatrix wie die
bisherige auch. Sie ist zwar nicht quadratisch, dennoch entspricht sie wieder
einer Matrix von Korrelationen zwischen Faktoren und Variablen. Die neue
Matrix entsteht durch eine einfache Streichung der unwesentlichen Faktoren.
Dadurch wird die bisherige Matrix von 7 % 7 auf ein Format von 7 x 3
reduziert.

Die Eintrige a}3" der neuen Faktorladungsmatrix A™" mit j der Nummer
der Variable k der Nummer des Faktors ergibt sich in Anlehnung an [LB82]

aus der Gleichung
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Ak
=t [k (4.30
J

wobei £; ;. den j-ten Werte des k-ten Figenvektors aus der Eigenvektormatrix
T (s.0.) bezeichnet. Die Standardabweichungen s; entstammen den Zeilen
der Matrix 4.

In unserem Beispiel rechnen wir z.B. wie folgt dann mit A4y dem Eigenwert
des neuen Faktors [

A
OBosinophile, Faktor I = I14° :
S Rosinophile®
2117
= 0.368- /=5
= .368 - 2—‘1117
= 0.368 -+/2.117
= [.368 - 1.455
= 0535 (4.31)

fiir die Korrelation zwischen dem erwihlten (aufgrund des hohen Eigen-
wertes) Faktor I und der Variable ,Eosinophile®. Man beachte ¢; 4. In T
entspricht die 4. Spalte dem Eigenvektor des Faktor 4, der (s.0.) nun unser
Faktor I sein soll. Weiterhin kénnen wir fiir die Standardabweichung s; so-
wie fiir alle anderen Standardabweichungen weiterer Variablen 1 einsetzen,
da wir mit einer bereits standardisierten Ausgangsmatrix gearbeitet haben.
Fiir alle anderen Korrelationen geht man analog vor.

Man erhilt als Ergebnis die Korrelationsmatrix (Faktorladungsmatrix)

/[ 0535 —0.129 —0.601 )
0.009 0624 —053
—0.479 0563  0.539
Ave— | 0304 0.743 —0.24 (4.32)
—-0.592 —057 —0.374
~0.809 —0.238 —0.307
\ 0.709 —0.596 0.265 /

Abbildung 4.6 zeigt diese Matrix noch einmal in Tabellenform mit annotier-
ten Eigenwerten und neuen Kommunalitéten.
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R > & &

& & &S| EF
Eosinophile 0.535| -0.129|C-0.601}p 0.664
Stabkernige 0.008| CD.624[> -0.530 0.670
Segmentkermnige -0.479| C 056300 0.539 0.837
Basophile 0.304| C0743] -0.240 0.702
Monocyten D592 -057| -0.374 0.815
Ubergangsformen | <-0.809[> -0.238| -0.307 0.805
Lymphocyten C 0708 -0596| 0.265 0.928

Abbildung 4.6: reduzierte Faktorladungsmatrix mit 3 Faktoren

4.7 Faktorinterpretation

Abbildung 4.6 zeigt die Zusammenfassung von Variablen zu Faktoren. Ei-
ne Variable wird stets dem Faktor zugeordnet, der durch die Variable be-
tragsmiBig am héchsten geladen wird. Es ergeben sich daraus die Zusam-
menfassungen

Faktor 1 = { Monocyten, Lymphocyten, U'bergangs formen} (4.33)

Faktor IT = {Stabkernige, Segmentkernige, Basophile} (4.34)
Faktor ITI = { Eosinophile} (4.35)

Die Faktorladungen besagen, dafi Faktor I ,,viel zu tun hat* mit Monocyten,
Lymphocyten und Ubergangsformen, Faktor II mit Stabkernigen, Segment-
kernigen und Basophilen, und Faktor III mit Eosinophilen. Die Kommuna-
litéiten, die die durch aller Faktoren zusammen dargebotenen erklirte Vari-
anz einer Variable angibt ®, sind zumindest gréfier als 0.5 und damit ,gar
nicht einmal so schlecht*, Die Eigenwerte der Faktoren? bleiben, und das ist
mathematisch nicht anders moglich, gleich den Eigenwerten der Faktoren
bei der Extraktion von 10 Faktoren. Die Summe der Kommunalitdten ist
gleich der Summe der Eigenwerte und gibt die erklirte Varianz aller Varia-
blen durch alle Faktoren an. Sie ist in unserem Beispiel 5.422 (s. Abbildung
4.6, griin coloriert). Der erklirte Gesamtvarianzanteil ergibt sich zu

422
% ~ T7.5% (4.36)

Sherechnet sich aus der Summer der Quadrate der jeweiligen Zeile
?Summe der Quadrate der entsprechenden Spalte
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mit 7.0 der Varianz aller Variablen (7 standardisierte Variablen = 7.0 Ge-
samtvarianz) und dies korrespondiert mit den im Kriterium ,kumulierte
erklirte Varianz® gewiinschten und erwarteten Ergebnissen.

Die letztliche Interpretation der Faktoren (z.B. die Beschreibung der selben
durch einen passenden Namen) steht auBerhalb der statistisch-mathematischen
Moglichkeiten und bleibt daher den Fachexperten (in diesem Fall fiir das
weifle Blutbild) iiberlassen.

Wir kénnen aber immerhin soviel sagen, daBl durch die Faktorenanalyse mit
Ausnahme der Eosinophilen alle anderen Granulocytentypen (Stabkernige,
Basophile, Segmentkernige) als zusammengehérig in Faktor II erkannt wur-
den.

| .
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Kapitel 5

Clusteranalyse

Die Clusteranalyse gehort wie die Faktorenanalyse zu den struktur-entdeckenden
Verfahren. Wihrend die Faktorenanalyse, welche im vorigen Kapitel vorge-
stellt wurde, eine Zusammenfassung einzelner Variablen zur Aufgabe hat,
wird in der Clusteranalyse eine Zusammenfassung und Einteilung von beob-
achteten Objekten aufgrund ihrer Merkmale (Ausprigungen von Zufallsva-
riablen) vorgenommen. Dadurch erzielt man eine Komprimierung/Verdichtung
von Objekten, die beziiglich ihrer Beschreibungsmerkmale bzw. Zufallsva-
riablenwerte éhnlich sind ((BEPW90], [FH84], [CTC89]).

Bei diesemn Analyseverfahren werden Gruppen, sogenannte Cluster gebildet,
wobei die Objekte einer Gruppe méglichst homogen®, die Gruppen unter-
einander jedoch méglichst heterogen? sollen ([CTC89]).

5.1 Ausgangsdaten

Die Ausgangsmenge der Untersuchungsobjekte wird zunéchst als heterogene
Grundgesamtheit angenommen. Ziel ist es, homogene Gruppen innerhalb der
Grundgesamtheit zu ermitteln (s. Abbildung 5.1, soll nicht an einen Teller
mit Spinat, Lasagne, Ei und Frikadelle erinnern!)

Wenn versucht wird, Variablen (Merkmale) oder Objekte (Merkmalstriiger)
aufgrund ihrer Ahnlichkeit oder Unterschiedlichkeit(Distanz) in einen Clu-
ster zusammenzufiihren, dann wendet man der Verfahren der Clusteranalyse
an.

Die Clusteranalyse findet man in vielen Anwendungsbereichen. Um nur ei-
nige Beispiele zu nennen:

Leleichartig
*unterschiedlich, verschiedenartig

BS
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Cluster

Cluster

Cluster

Cluster

Abbildung 5.1: Prinzip der Clusteranalyse

e Archaoclogie

e Medizin

# Biologie

e Sozialwissenschaften

e Betricbhswirtschaft

[FH84] nennt weitere Anwendungsgebicte.

Wir méchten die Clusteranalyse anhand eines medizinischen Beispiels (die
Daten dazu entstammen wiederum [vL35]) demonstrieren.

Bei der Clusteranalyse wird immer von einer Matrix mit m Eigenschaften
und n Objekten ausgegangen. In unserem Beispiel sieht diese wie in Tabelle
5.1 dargestellt aus.

Wie bereits bei der Faktorenanalyse subtrahieren wir jeweils die zweite von
der ersten Zeile einer jeden Versuchsdurchfiithrung (also jeder Person) und
erhalten die Blutwertinderungen in Tabelle 5.2 sowie nach Standardisierung
Tabelle 5.3

Wir erhalten so unsere Ausgangsdatenmatrix, mit der wir im weiteren Ver-
lauf arbeiten werden. Die Durchfiihrung der Clusteranalyse besteht aus zwei
wesentlichen Schritten:

e Wahl und Berechnung des Proximititsmafies

e Wahl und Ausfiihrung eines Fusionierungsalgorithmus




52 PROXIMITATSMASSE &7
N2l A F 2l A F |4
e ¥ 5 o & g 3 g
§ 32 = AN G A §
&£ & :,5‘3"7 & & 4 5 ) 5
Bu. IT 2 4 435 0 5 2.5 41
1 1 4 30.5 1 5 2 56.5
Lo. I 45 3 44 2.5 1 4.5 30.5
I 2 5.5 44 L5 4 2 41
5.5 6 505 0 1.5 3 33.5
1 2 8.5 445 1 2 0 44
We. I 55 g a0 0.5 3 1.5 40.5
11 1 25 24.5 2 6.5 4 595
Be. I 3 55 45 1] 2 2 395
i 3 2 405 2 45 1 47
Ha. i 25 75 45 1 5 35 35.5
11 1 i} 34 2 B 1 51
Ga. I 2 3.5 415 15 3 6.5 40
11 1 0 40.5 1 5 3 49.5
Gil. I 3 3 425 0 3 7 425
I 2 g9 26 2 35 i 52.5
Go. I 35 8 335 0.5 45 2 50
11 1 4 33 1 7 0 54
La. I 4 5.5 41.5 L5 1 3 435
1 0.5 7.5 385 2 2 1 485

Tabelle 5.1: Blutwerte: 10 Studenten, 800m-Lauf, Auszug aus [vL35]

5.2 Proximitdtsmafle

Dieser erste Schritt der Clusteranalyse dient dazu, ein MaB fiir die Ahnlich-
keit oder Proximitat bzw. Unterschiedlichkeit oder Distanz der zu untersu-
chenden Objekte zu finden ([BEPW90],[FH84]).

Dazu stehen mehrere MaBe fiir verschiedene Skalenniveaus, in denen die
Daten erhoben worden sein kénnen, zu Auswahl. Die objektbezogenen (in
unserem Beispiel auf Personen bezogenen) Variablenwerte in der Matrix (s.
Tabelle 5.3) sind metrisch (d.h. sie bestehen aus Zahlenwerten) oder nicht
metrisch (z.B. wenn die Zufallsvariable Werte ,ja* und ,nein“ annehmen
kann (vel. [KSV96], [FHS4], [BEPW90]).

Alle metrischen Distanzmafle basieren auf der Gleichung

r

diy iy = ( Z (Ei:.,:r' ~ mimf}r ) (5.1)
=L
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Bu. = 73 i -13 +1 [ 0.5 +15.5
Lo. || -25 | +25 0 A +2 2.5 4+2.5
Sch. | -35 | 405 5 +1 | +05 -3 +10.5
We. || -45 6.5 165 | 415 | +35 +2.5 +19.5
Be. 3 -3.6 -4.5 +2 | +25 -1 +7.5
Ha. || -15 -1.5 11 +1 0 2.5 +15.5
Ga. = 3.5 = -0.5 0 -3.5 +9.5
Gil. -1 +6 -16.5 2. | -15 -2 +10
Go. | -25 -4 +105 | +1.5 | +25 - -5
La. -3.5 +2 -3 +65 | +1 -2 +5

Tabelle 5.2: Blutwerteinderungen: 10 Studenten, 800m-Lauf

([CTC89]) oder in Wurzelform

diy i = - Z [:251:_1' =i misd]r {5'2]
i=l

Dabei ist d;, ;, die Distanz zwischen zwei Objekten X, , Xi,, m die Anzahl
der Variablen oder Merkmale der Objekte, und a;; die Ausprigung des j-
ten Merkmals des i-ten Objekts. Die identischen Gleichungen 5.1 und 5.2
werden als Minkowski-Metrik oder L.-Norm mit der Minkowski-Konstante
r > 1 bezeichnet ([BEPW90]).

Das MaB d;, ;, gibt an, wie sehr sich zwei Objekte dhneln oder eben nicht
ahneln, oder anders gesagt, wie grofi die Distanz zwischen zwei Objekten
ist. Dabei spielt die reelle Zahl r eine wichtige Rolle ([cTC89]).

Fiir verschiedene Werte, die die Konstante r annimmt, ergeben sich auch
verschiedene DistanzmaBe bzw. verschiedene Metriken. Je grofier der Wert
des DistanzmaBes, desto verschiedener sind die Objekte. Neben den Distanz-
maflen gibt es auch echte Ahnlichkeitsmafe, fiir die gilt, dafl ein hoher Wert
des MaRes eine hohe Ahnlichkeit zwischen den Objekten darstellt. Einige
Metriken aus [BEPW90] und [CTC89] sind in Abbildung 5.2 (Proximitéts-
mafle) dargestellt.

Bei Nominalskalen haben die Merkmale bzw. Variablen nominale Auspragun-
gen. Ein Sonderfall der Nominalskalen sind die binaren Nominalskalen, die
sich dadurch auszeichnen, daf die Variablen nur zwei Werte (,,nein, ja*, , vor-
handen, nicht vorhanden® etc.) annehmen kénnen. Diese nominalen Werte
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A, 4
77 7
-E-i &;L GB? J_g m‘; «?ﬁ gvﬁ w7

Bu, -0.367 | 0.226 | -0.890 .106 | -0.721 0.713 0.957
Lo, 0.092 0.933 0.763 -2.014 | 0652 -0.527 -0.971
Sch. [| -0.825 | 0.368 0.000 0.106 | -0.378 -(L.837 0.215
We, || -1.742 | -1.612 -1.207 0.636 | 1.682 2572 1.550
Be, -0.367 | -0.763 0.191 1166 | 0.995 0.403 -0.230
Ha. 1.008 | -0.198 -.636 0106 | -0.721 -0.527 0.957
Ga. 1467 | -0.763 0.636 -1.484 | -0.721 -1.147 0.067
Gii. 1.467 1.923 -1.335 1.166 | -1.7&50 -0.217 0.141
Go. 0.092 | -0.905 3.007 0.636 | 0.995 0,217 -2.084
La. -0.8256 | 0.792 0.381 -0.424 | -0.034 -0.217 -0.601

&

Fap,
D%feq

Tabelle 5.3: standardisierte Blutwerteinderungen

konnen besonders leicht in eine metrische Skala iibersetzt werden, in dem
man der einen Ausprigung den Wert 0 (,nicht vorhanden“), der anderen
den Wert 1 (,vorhanden*) zuordnet.

In einer solchen biniren Struktur kinnen ebenfalls Ahnlichkeiten zwischen
Objekten gesucht werden. [BEPW90] verwendet dazu die Ahnlichkeitsfunk-
tion

s atd-e
T g tdee+ A (bte)

(5.3)

mit s;,;, der Ahnlichkeit zwischen den Objekten X; und X;,, § und A
méglichen konstanten Gewichtungsfaktoren, a der Anzahl der Eigenschaften,
die bei beiden Objekten vorhanden sind, b den Eigenschaften, die nur bei

X, vorhanden sind, ¢ den Eigenschaften, die nur bei X; vorhanden sind
und e den Eigenschaften, die bei beiden Objekten nicht vorhanden sind.

Je nach Wahl der beiden Gewichtungsfaktoren erhilt man die auch in Ab-
bildung 5.2 dargestellten nominalen Metriken, die ebenfalls in [BEPW90]
angesprochen werden:

s Tamimoto-Koeffizient,

e M-Koeffizient,

* RR-Koeffizient,

o Kulezynski-Koeffizient und
Dice-Koeffizient.
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ProximittsmaBe
bei Nominal-Skalen bei metrischen Skalen
' |
—— Tanimoto-Koeffizient —— |q -Norm
L RR-Kostfizient ——— Lo -Norm
i[ — M-Koeffizient {—— nahalanobis-Distanz
—— Dice-Koeffizient ———— Q-Komrelations-
| koeffizient

i 5
KooHenz

Abbildung 5.2: Struktur der ProximitatsmaBe nach [BEPW90]

Da sich nominale Skalen in metrische Skalen iibersetzen lassen, die beson-
dere Vertiefung nominaler Skalen und Metriken den Rahmen der Arbeit
sprengen wiirde und zudem nicht zum Verstindnis der clusteranalytischen
Vorgehensweise beitrigt, beschrinken wir uns auf metrische Skalen.

Ausgehend von Gleichung 5.1 und Gleichung 5.2 ergeben sich eine Vielzahl
von Metriken, wie z.B. die Ly-Norm?, Ls-Norm®*, Mahalanobis-Distanz und
Q-Korrelationskoeffizient.

Es sollte jedoch beachtet werden, dafl bei der Anwendung der Minkowski-
Metriken die Vergleichbarkeit der Mafleinheiten im Vordergrund steht. Wenn
diese Vorraussetzung nicht vorliegt, dann ist es ndtig, die Ausgangsdaten zu
standardisieren®, Wir haben dies in unserem Beispiel bereits getan (Tabelle
Bk}

Das gebriuchlichste MaB ist die euklidische Distanz. Je nach Wahl von r un-
terscheidet man die verschiedenen MaSe, Je grofier die Minkowski-Konstante
r gewihlt wird, desto starker wird die Distanz von zwei Objekten iiberbe-
wertet. Ist r hingegen klein, so werden die Distanzen eher unterbewertet. Die
euklidische Distanz folgt aus dem Einsetzen von r = 2. Aus diesem Grund
heifit die euklidische Distanz auch Lz-Norm:

3 dies wird auch City-Block- oder Manhattan- oder Taxifahrer-Metrik genannt
Sentspricht der euklidischen Distanz swischen zwei Objekten, z.B. pwei Korpern im
Ranm

giche dagu auch Abschnitt 4.2
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i

2

Bsa= ol 3 lEas =Tl
i=1

Die Distanz zwischen den Objekten ergeben eine quadratische Matrix ihn-
lich der der Korrelationsmatrix in Abschnitt 4.2, jedoch mit anderer Se-
mantik. Fiir unser Beispiel ergeben sich die Distanzen wie in Tabelle 5.4

a1

(5.4)

dargestellt.
F || F | & F | F S| S| S|
“Bu. || 0.000 | 3.883 [ 2.023 | 3.903 | 2.778 | 1.016 | 3.667 | 3.187 | 4.873 | 2.488
Lo. || 3.88% | 0.000 | 2.967 | 6.145 | 3.881 | 3.765 | 2.900 | 4.948 | 2.692 | 2.059
Sch. || 2.023 | 2.967 | 0.000 | 4.914 | 2.504 | 2.202 | 4.115 | 3.585 | 3.833 | 1.332
We. || 3.903 | 6.145 | 4.914 | 0.000 | 3.632 | 5.080 | 6.381 | 6.681 | 6.020 | 5.061
Be. | 2.778 | 3.881 | 2.504 | 3.632 | 0.000 | 3.039 | 4.002 | 4.570 | 2.822 | 2.602
Ha. || 1.916 | 3.765 | 2.202 | 5.089 | 3.030 | 0.000 | 2.419 | 2.853 | 4.624 | 2,041
Ga. || 3.667 | 2.900 | 3.115 | 6.381 | 4.002 | 2.419 | 0.000 | 4.478 | 4.120 | 3.262
Gii. || 3.187 | 4948 | 3.585 | 6,681 | 4.570 | 2.853 | 4.478 | 0.000 | 5.868 | 3.037
Go. || 4873 | 3.692 | 3.833 | 6.020 | 2.822 | 4.624 | 4.120 | 5.868 | 0.000 | 3.324
La. || 2.488 | 2.050 | 1.332 | 5.061 | 2.602 | 2,041 | 3.262 | 3.937 | 3.324 | 0.000
Tabelle 5.4: Distanzen zwischen Personen im Beispiel
Man benétigt diese Tabelle in Form einer Matrix D°:
0.000 3.883 2.023 3.903 2.778 1.916 3.667 3.187 4.873 2.488
3.883 0.000 2.967 6.145 3.881 3.766 2.000 4948 3.602 2.059
2,023 2.967 0.000 4914 2504 2.202 3.115 3.585 3.833 1.332
3.903 6.145 4.914 0.000 3.632 5.089 6.381 6.681 6.020 5.061
D= 2778 3.881 2.504 3.632 0.000 3.039 4.002 4.579 2.822 2.602
T | 1916 3.765 2.202 5.080 3.039 0.000 2.419 2.853 4.624 2.941
J.667 20900 3115 6.381 4.002 2419 0.000 4.478 4.120 3.262
3.187 4.948 3.585 6.681 4.570 2.853 4.478 0.000 5.863 3.937
4.873 3.602 3.833 6.020 2.822 4624 4,120 5.868 0.000 3.324
\ 2.488 2.059 1.332 5.061 2.602 2.941 3.262 3.937 3.324 0.000 )
(5.5)

Die Matrix enthélt (Anzahl Objekte)® Eintrige (hier 72 = 49). Davon sind
(Anzahl Objekte) Stiick immer 0, niimlich die Hauptdiagonaleneintrige. Von
den restlichen Distanzen sind immer zwei gleich (d;, ;, = d;, 5, ), so daB

(

D wie Distanz

Anzahl Objekte

2

)

(5.6)
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verschiedene Distanzen iibrig bleiben,

In der Praxis finden sich auch andere Proximititsmale. Beliebt ist die City-
Block-Metrik oder Li-Norm. Sie ergibt sich aus der Minkowski-Metrik mit
=]z

m

diy iy = Z 254 5y i 5] (5.7)

j=1

Auch die Metrik ,Q-Korrelationskoeffizient” findet man haufig. Im Unter-
schied zu den beiden obigen Metriken ist diese Metrik kein Distanz-, sondern
ein Ahnlichkeitsmafl. Je grifer der Wert dieses MaBes ist, desto starker ist
der Zusammenhang und die Ahnlichkeit zwischen den Objekten. Der Q-
Korrelationskoeffizient berechnet sich aus der Gleichung

il iy i — Ty )+ (B — Ty
Tivis = -..-1( 11 ] {133 '!-1:| - {5.3}

(5 (eng —~F0)* s (20s—F5)')

((BEPW90], [FH84]).Diese Berechnung der Ahnlichkeit zwischen zwei Ob-
jekten durch den Q-Korrelationskoeffizienten findet unter Beriicksichtigung
aller Variablen und der Bildung des Durchschnittwertes aller Variablenwerte
eines Objekies (77) statt.

Wie hereits bei den Distanzen geschehen wiirde man bei Verwendung des
Q-Korrelationskoeffizienten eine Matrix bilden, die dann jedoch nicht mehr
Distanzmatrix sondern Ahnlichkeitsmatrix hiefie. Vergleicht man die Wer-
te einer Ahnlichkeitsmatrix mit denen einer Distanzmatrix so wird schnell
deutlich, daB die beiden mehr sind als umgekehrt proportionale Mafie. Ein
Variablenpaar, dem durch eine euklidische Distanzmatrix ein hoher Abstand
und damit eine groe Verschiedenartigkeit bescheinigt wird, kann in der
Q-Korrelationskoeffizientenmatrix plétzlich ebenso einen sehr hohen Wert,
sprich eine grofe Ahnlichkeit, zugeordnet werden. Dies fiihrt zu dem Ergeb-
nis, daB die Wahl der Proximitéitsmafles, die letzlich das Ergebnis der Clu-
steranalyse beeinfluft, aufgrund inhaltlicher oder intuitiver Gesichtspunk-
te durchgefithrt werden muf. Manchmal ringt man sich auch dazu durch,
die Clusteranalyse mit verschiedenen ProximitdtsmaBen zu durchlaufen, bis
man zu einem leichter interpretierbaren Ergebnis kommt.

5.3 Arten von Gruppierungsalgorithmen

Die gewonnenen Daten aus den ProximitdtsmafBen dienen als Ausgangs-
punkt fiir die Bildung der Cluster. Die zu verwendenden Clusteralgorithmen
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sind mit dem Ziel verbunden, die verschiedenen Objekte zu eben diesen ge-
nannten Clustern oder Gruppe zusammenzufassen. In der einschligigen Li-
teratur wird eine Vielzahl solcher Gruppierungsalgorithmen, von denen wir
nur wenige herausgreifen konnen, beschrieben, Die Vielzahl der Algorithmen
ist ein Schwachpunkt der Clusteranalyse: Auch hier wird das Ergebnis durch
die manuelle Wahl des Clusterverfahrens zuweilen stark verindert.

Aufgrund der Anzahl der Merkmale (Variablen), die ein Merkmalstriger
(Objekt) tragt, unterscheidet man zwischen monothetischen und polytheti-
schen Verfahren. Die monothetischen Verfahren treten dann zu Tage, wenn
als Gruppierungskriterium nur eine einzige Variable Verwendung finden kann
oder soll. Da aber die Clusteranalyse den Vorteil bietet, bei der Gruppierung
simultan alle Beschreibungsmerkmale (Variablen) heranziehen zu kénnen
(polythetische Verfahren) lassen wir die weniger interessanten monotheti-
schen Verfahren aufier Acht.

In Abbildung 5.3 findet sich ein Uberblick iiber verschiedene Clusterungs-
verfahren.

Clusterverfahren
Grepherdeanstisches Hissarthischs Parffianisrends Oplimissungs-
Vertahean Warfahron Wartakren wariahran
llariaries
agghmarnlive dhviatve Ausausch- o s
varlahinan
|
single Bverage complete Cantrrid Modian Ward
lirdags finkage linksgs

Abbildung 5.3: Ubersicht verschiedener Clusterverfahren nach [BEPW90]

Bei den polythtischen Verfahren unterscheidet man zwischen den

o partitionierenden Verfahren und

e hierarchischen Verfahren
Da die anderen Verfahren eine untergeordnete Rolle bei der Clusteranalyse
spielen werden diese auch nicht zum Gegenstand dieser Arbeit gemacht.

Bei den partitionierenden Verfahren geht man von einer vorgegebener An-
zahl von Clustern aus. Diese vorgegebene Gruppierung von Objekten wird
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auch als Startpartition bezeichnet. Diese Clusterung wird durch vorher de-
finlerten Kriterien festgelgt. Vorteil dieses Verfahrens ist, daff einmal durch-
gefuehrte Partitionen immer wieder revidiert werden kénnen ([BEPW90]).

Der grosse Nachteil ist, dafi dieses Verfahren sehr zeit- und speicheraufwen-
dig ist ([CTC89]). So sind fiir eine Einteilung von 12 Objekten zu 5 Gruppen

512 — 244.140.625 (5.9)

Maéglichkeiten eine Startpartition aufzustellen aufgezeigt. Aufgrund dieser
schlechten Performanz wird dieses Verfahren nicht weiter in unserer Arheit
erlautert.

Bei den hierarchischen Verfahren findet eine fortschreitende Untergliederung
der Grundgesamtheit der Objekte statt. Es wird unterschieden zwischen
agglomarativen und divisiven Verfahren. Bei den hierarchischen Verfahren
werden die Objekte (Merkmalstriger) zu immer weniger Gruppen und mit
immer mehr Elementen zusammengefasst. Das bedeutet, das unter den he-
terogenen Objekten homogene Teilmengen gebildet werden, die unter sich
wiederum heterogen sind ([FH84]).

Dieses Zusammenfassen der Objekte zu Clustern, die ebenfalls zusammenge-
fasst werden zu Gruppen, bis nur noch eine einzige Gruppe, die alle Objek-
te/Cluster enthilt, vorhanden ist, ist die bei den agglomerativen Verfahren
angewandte Technik. Die Zusammenfassung der Objekte zn einem Cluster
wird iterativ (schrittweise) durchgefiihrt und es werden die Objekte dazu
herangezogen, deren Distanz am kleinsten ist.

Im Gegensatz zur [CTC89] und anderen, die zwischen Objekten und Clu-
stern unterscheiden, wollen wir in diesem Kapitel diese Unterscheidung nicht
konsequent durchfiihren und stattdessen einzelne Objekte als einelementige
Cluster auffassen. Aus der stindigen Zusammenfassung von Objekten und
Clustern ergibt sich eine baumartige Struktur. Abbildung 5.4 zeigt dies.

Zusitzlich zu den agglomerativen Verfahren existieren unter den hierarchi-
schen Clusteranalyseverfahren die divisiven Verfahren, die sich von obig gen-
nanten durch eine Umkehrung des Clusterungsvorgangs von ,Bottom-Up®
(aus Objekten Cluster machen bis nur noch ein groBies Supercluster iibrig
bleibt) zu ,Top-down® (beginnend mit einem groBen Supercluster werden
schrittweise kleinere heterogene Subcluster identifiziert) unterscheiden. ,Da
den divisiven Verfahren bei der praktischen Anwendung jedoch kaum eine
Bedeutung zukommt® ([BEPW90]) betrachten wir dieses Verfahren nicht
niher und beschriinken uns auf das hierarchisch agglomerative Verfahren.
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Abbildung 5.4: Baumartige Struktur bei der Clusterung

5.4 Agglomerative Verfahren

Eine Partition ist die Zerlegung einer Grundgesammtheit. Der Vorgang des
Zerlegens heifit ,partitionieren" Die Partition besteht aus disjungten Men-
gen von Objekten der gegebenen Grundgesamtheit, die als Cluster (,An-
sammlungen®) fungieren. [FH84]| driickt diesen Sachverhalt so aus:

g
C=JC=LCinCj=0,k#; (5.10)
k=1

mit C der Partition und € bis C; den Clustern und I der Grundgesamtheit
der Objekte.

In der Clusteranalyse sucht man meist nach einer Partition, auch wenn es,
kontrdrer Weise, hiiufig durchaus sinnvoll sein kann, ein Objekt mehreren
Clustern guzuordnen, Dann ist ein Cluster jedoch keine Partition mehr, Wird
die Disjunktheits-Bedingung aufgegeben handelt es sich um nichtdisjunk-
te Klassifikationsverfahren (,clumping methods® [FH84]), fiir die wir auf
[BocT4] verweisen mochten.

Die Berechnung der Distanz bei den agglomerativen Verfahren basiert mei-
stens auf der euklidischen Distanz. Der Ablauf des hierarchisch agglomera-
tiven Verfahrens kann anhand des Diagramms in Abbildung 5.5, welche aus
[BEPW90] stammt, veranschaulicht werden.
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1. Schritt: Jedes Objekt wird als ein einelementiges Cluster (Monoclu-
ster) aufgefafit.

9 Schritt: Die Distanzen aller Monocluster werden errechnet.

3. Schritt: Die beiden Cluster werden gesucht, die die kleinste Distanz
voneinander haben.

4. Schritt: Die beiden im obigen Schritt gefundenen Cluster werden ku-
muliert (zu einem neuen Cluster zusammenfat).

5. Schritt: Eine neue Distanzmatrix wird berechnet.

6. Schritt: Falls nur noch ein Cluster vorhanden ist, ist das Verfahren
beendet, sonst fahre mit 2 fort.

In unserem Beispiel haben wir die ersten beiden Schritt bereits durchgefiihrt.
Ergebnis dieser beiden Schritte war Tabelle 5.4. Nach dieser Tabelle fassen
wir die Personen Sch. und La. (Distanz 1.332) zu einem Kluster {Sch., La.}
ZusaIMIMen.

Wir haben aus zwei Personen (Objekten/Monoclustern) ein neues Cluster
gemacht. Das bedeutet, dafl die Distanzmatrix um eine Zeile und eine Spalte
verkleinert werden mu$ (zwei Cluster sind entfallen, eines neu hinzugefiigt
worden).

Bei der Berechnung der neuen Distanzmatrix muf nun auch die Distanz
zu einem (Nichtmono)-Cluster berechnet werden, Dafiir gibt es wiederum
verschiedene Strategien unter denmen es sich fiir eine zu entscheiden gilt.
Méchte man die Distanz D(R, P + Q) eines Clusters B von einem Cluster
P+Q, welches aus Clustern P und () entstanden ist, berechnen, so kann dies
mittels der folgenden parametrisierten Gleichung aus [BEPW90] geschehen:

D(R,P+Q) = A-D(R, P}+B-D(R, Q)+E-D(P,Q)+G"|D(R, P)~D(&,Q)|
(5.11)

Dabei dit D(R, P) die Distanz zwischen den Clustern R und P, etc.

Die Parameter A, B, E und @ sind wahlbare Parameter. Anhand der Para-
meter werden die verschiedenen Strategien unterschieden (s. Tabelle 5.5).

In dieser Tabelle steht |P| fiir die Anzahl der Objekte/Monocluster im Clu-
ster P un |Q| fiir ebendiese in Q.

e ,Single linkage*. Bei diesen Verfahren wird die Distanz zwischen zwei
Clustern bestimmt durch die Distanz der beiden am néichsten zusam-
men liegenden Objekte (minimal-Objekt-Distanz). Aus diesem Grund
wird ,single linkage* hiufig auch als ,nearst neighbour® bezeichnet
([EMTS5]).
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S L - b 0 R
single linkage 0.5 0.5 0 |-0.5
complete linkage 0.5 0.5 0 05
ungewichtetes average linkage 0.5 0.5 0] 0
gewichtetes average linkage P _I: o1 | TP ﬂQI 0| 0

Tabelle 5.5: Parameter fiir Linkage-Strategien nach [BEPW90]

¢ ,Complete-linkage®. Das ,Complete-linkage® Verfahren (vgl. [FH84])
stellt eine dem ,Single-linkage" Verfahren Objekt-Distanz-reziproke
Vorgehensweise dar: Nicht die minimal-Objekt-Distanz sondern die
maximal-Objekt-Distanz wird verwendet. Zunichst sucht man also fiir
jedes Clusterpaar die Distanz der am weitesten voneinander entfern-
ten Objekte, in dem man 2.B. alle Objektdistanzen D kalkuliert und
max( D) als Maximal-Objektdistanz des Clusterpaares notiert. Unter
den Clusterpaaren wird dasjenige als zu verbindend ausgewihlt, wel-
ches die geringste Maximal-Objektdistanz aufweist.

» ungewichtetes , Average-linkage®. Vom Prinzip her ist dieses Verfahren

eine Mischung aus , Single-linkage"- und ,Complete-Linkage®-Strategie.

Beim , Average-linkage" wird die Distanz zwischen den Clustern be-
stimmt durch die mittlere Distanz der beiden am weitesten vonein-

ander entfernten und den beiden am nichsten aneinander liegenden
Ohjekten.

o das gewichtete . Average-linkage® zeigt, dafl neben Konstanten auch
Variablen, wie eben die Anzahl der Objekte in den Clustern, in eine
Distanzbewertung einbezogen werden kann.

Abbildung 5.6 verdeutlicht die Unterschiede zwischen den drei Verfahren.
Die Formel zur Berechnung der Distanz zwischen zwei Objekten bei dem von

uns in diesem Beispiel verwendeten ,Single Linkage®-Verfahren 148t sich (s.
[BEPW90]) vereinfachen zu

D(R,P + Q) = min{D(R, P), D(R,Q)} (5.12)

Bu. hat z.B. von Sch. die Distanz 2.023 und von La. die Distanz 2.488.
Nach der obigen Gleichung ist dann die Distanz zwischen Bu. und dem
Cluster (Schu.,La.} 2.023. Diese Berechnung wird nun fiir alle Cluster (auch
Monocluster) durchgefithrt und wir erhalten die neue Distanzmatrix 5.6.

Wir wiederholen:
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| (Seh..La.) | Bu. Lo, | We. Be. Ha. Ga. G, Go.
(Sch..La.) ] 2.023 | 2.059 | 4.914 | 2,504 | 2,202 | 3.115 | 3.585 | 3.324
Bu, 0 3.883 | 3.003 | 2.778 | 1.917 | 3.067 | 3.187 | 4.873
Lo 1] 6.145 | 3.981 | 3.7656 | 2.900 | 4.948 | 3.692
We. 0 3.632 | 5.089 | 6.381 | 6.681 | 6.020
Be. ] 3.039 | 4.002 | 4.579 | 2.822
Ha. 0 2,419 | 2,853 | 4.624
Ga. 0 4.478 | 4.120
Git. i 5.868
Go. 0

Tahelle 5.6; Distanzen nach erster Fusion

® Beim ersten Schritt werden aus der Distanzmatrix die zwei Objekte zu

einem Cluster zusammengefuehrt die die kleinste Distanz aufweisen.
Mit diesen neugewonnenen Cluster 1 wird eine neune Distanzmatrix mit

den iibriggebliehenen Objekten anhand der Formel errechnet.

Danach wird Cluster 1 mit dem Objekt(x) zu einen neuen Cluster 2,
das wir auch als Obercluster bezeichnen kénnnen, vereinigt, welches
die kleinste Distanz aufweist. Es kann sein dass sich auch zwei einzelne
Objekte zu einen neuen Cluster 2a zusammenfassen lassen, wenn diese
die kleinste Distanz aufweisen so das wir entweder Cluster 2 und die
restlichen Objekte erhalten oder Cluster 1, Cluster 2a und restliche
Objekte.

Dann wird wieder eine neue Distanzmatrix mit den neu gewonnenen
Clustern und den {ibrig gebliebenen Objekten (oder Clustern) gebildet
und wir fiihren diese Berechnung weiter bis wir nur noch einen einzigen
Cluster erhalten der auch Supercluster genannt werden kann. Beim
jedem Schritt wird die Distanzatrix um genau ein Objekt oder Cluster
redugiert.

Der Fusionierungsalgorithmus hei diesen sowohl auch bei den anderen Ver-
fahren 1éaft sich durch ein Dendogramm darstellen. In einem Dendrogramm
kann veranschaulicht werden, welche Cluster oder Monocluster zusammen-
gefafit werden. Hiufig findet man in Dendogrammen auch Distanzangaben.
Abbildung 5.7 zeigt die schrittweise Erstellung eines Dendogramms fiir unser
Sportlerbeispiel.

Rot dargestellt ist immer das, was nach einem Fusionierungsschritt in das
Dendogramm hinzugefiigt wird,
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5.5 Kritik

Die Clussteranalyse bietet sehr viele Moglichkeiten zur Klassifizierung (Grup-
pierung) von Merkmalstrigern in homogene und voneinander deutlich un-
terschiedliche Klassen (Gruppen). Dadurch steht man des &fteren vor den
Problem, bei der Anwendung der Clusteranalyse fiir ein geeignetes Verfahren

zu votieren.

Ein fiir eine Anwndung geeignetes Klassifikationsverfahren li8it sich aber
schon aufgrund der individuellen Interpretation und Préferierung von Fra-
gestellungen Wie z,B.:

e Wie viele Objekte sollen beriicksichtigt werden?

e Welche Anlichkeits- oder DistanzmaBe sollen herangezogen werden?
®» Welche Verfahren sollen angewendet werden?

e Wie viele Gruppen sollen gebildet werden?

bestimmen.

Da man aber eines breites Auswahlspektrum zur Klassenbildung sur Verfiigung
hat lauft der Anwender Gefahr, die der zu untersuchenden Daten einer Erhe-
bung so zu manipulieren, um zu den gewiinschten Ergebissen zu gelangen.
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Abbildung 5.5: Ablauf des hierarchisch agglomerativen Verfahrens nach
[BEPW90]
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Kapitel 6

Synthese

6.1 FA zur Modellierung von BBN

Wir wollen priifen, inwiefern sich die Faktorenanalyse (FA) zur Modellierung
von Beliefnetzen(BBN) eignen kann, sowoh] was die qualitativen als auch die
quantitativen Modellierungsaspekte betrifft.

Topologien

Wie bendtigten zur quantitativen Modellierung Kausalzusammenhiinge zwi-
schen Zufallsvariablen und letztendlich Hypothesen. In Beliefnetzen, zumin-
dest in denen einfach verbundener Natur, auf die wir uns hier Jja bechrédnken
wollen, existieren drei Arten von Teiltopologien (s. Abbildung 6.1).

Abbildung 6.1: Topologietypen

Die erste Teiltopologie ist die durch zwei (oder mehr) Ursachen beeinflufite
Zufallsvariable (ein Knoten mit mehreren eingehenden Kanten). Entspre-
chend der Semantik der Faktorenanalyse kénnte dies aufgefasst werden als
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eine Menge von Zufallsvariablen, die zu einem Faktor (Wirkung) zusam-
mengefasst werden. Die Variablen in Beliefnetz sind dadurch, dafl es sich
um einfach verbunene Beliefnetze handelt, sumindest nicht direkt vonein-
ander abhiingig. In der Faktorenanalyse gilt fiir die Variablen dafi sie zwar
abhéngig seien kénnen aber nicht miissen. Fiir mehrere Faktoren, die aus
den Variablen extrahiert werden gilt, dafl sie stochastisch unabhéngig sein
sollen. Dies ist fiir die Wirkungsvariable (den Knoten mit den eingehen-
den Kanten) keine Einschiinkung da es sich sowieso nur um einen einzigen
,Faktor* handelt und daher nicht stochastisch abhingig sein kann.

Kausalzusammenhiinge und Faktoren Die Idee ist daher nun folgen-
de:

Wir entdecken einen Zusammenhang zwischen Variablen und einem eingi-
gen Faktor mit den Mitteln der Faktorenanalyse. Wir kinnen fiir diesen
Zusammenhang sagen daf zwischen Variablen und Faktor ,irgend ein® Zu-
sammenhang existiert. Leider, fiihrt diese schwache Aussage zu dem Problen,
daB wir keine mathematisch begriindete Formulierung fiir die Art des gefun-
denen Zusammenhangs erhalten. Wir wissen also nicht ob der Faktor eine
Ursache fiir das Zustande kommen der Variable darstellt oder eine Wirkung,
oder fiir einen nicht kausalen Zusammenhang.

Laut [FH84] und anderen erklirt ein Faktor eine Menge von Variablen bzw.
deren Zustande kommen. Betrachten wir die intensionale Semantik der Fak-
torenanalyse und bewegen wir uns aus einer eher hermeneutischen Position
auf dieses Thema zu, so kinnten wir die Aussage Fahrmeiers interpretieren
als eine vom Faktor ausgehende Kausalbeziehung.

Ein so gefundener Zusammenhang miisste daher nicht vom Typ 2-1 sein,
sondern eher als Typ 1-2 dargestellt werden: eine Ursache erklart eine Wir-
kung, nicht eine Wirkung erklart die Ursache,

Die Semantik der Bayesschen Beliefnetze sicht das Zustandekommen des
Wertes einer Variable jedoch durch Ursachen und Wirkungen der Variable
beiderseits begriindet, was durch die Verwendung von - und A-Nachrichten
zum Ausdruck kommt. Dies sind prinzipiell zwei unterschiedlich Auffassun-
gen von ,Begriindung®, welche in Einklang zu bringen sind. Ein Faktor stellt
nach der ersten Auffassung (eine Ursache begriindet eine Variable) einen El-
ternknoten der Knoten, indem die Variablen stehen, dar; nach der zweiten
Auffassung ist ein Faktor sowohl ein Kindknoten einer Menge von Variablen
als auch ein Elternknoten mehrerer Variablen.

Faktorladungen und bedingte Wahrscheinlichkeiten Betrachten wir
nun zur weiteren Kldrung ein Ergebnis der Faktorenanalyse: die Faktorla-
dungsmatrix. Sie erklért fiir jede Variable den Zusammenhang zu den Fak-
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toren anhand einer Linearkombination.

Diese Linearkombination begegnet uns bei der Berechnung von Belief-Werten
wieder. Bei der Berechnung von m-Werten einer Hypothese K; wird die
Summe aus dem Produkt von Verbindungsmatrixeintrige und =~ Werte der
Hypothesen im Vorgingerknoten gebildet. Ersetzt man alle Matrixeintrige
durch die entsprechende Faktorladung und die 7-Werte durch die passen-
den Faktoren, so erhilt man eine Aquivalenz zwischen den beiden. Diese
Idee konnte zwar mathematisch (symbolisch) begriindet werden, semantisch
jedach wiirde jeder Hypothese des Vorgingerknotens ein Faktor und jeder
Hypothese des Nachfolgerknotens eine Variable gleichgestellt., Dies wiirde
dazu fithren, dafl, da in Nachfolgerknoten mehr Hypothesen als im Knoten
selbst vorhanen sein kénnen, mehr Faktoren als Variablen vorhanden sein
miissten, was jedoch gerade nicht der Sinn der Faktorenanalyse ist. Umge-
kehrt, das heifit den Hypothesen des Knotens die Faktoren zuzuordnen und
den Hypothesen des Nachfolgerknotens die Variablen, entstehen aus analo-
gen Grund die gleichen Probleme.

Interpretation von Faktorladungen als Werte der Verbindungs-
matrix. Die Interpretation von Faktorladungen als Eintrige in der link-
Matrix ist nicht méglich, da nicht bekannt ist (s.0.) welche Art von Zusam-
menhang die Faktorladungsmatrix darstellt. Es kann sich dabei um kausale
Zusammenhinge handeln. Andererseits konnen die Korrelationen, und Fak-
torladungen sind nichts anders als Korrelationen, zwischen Faktoren und
Variablen auch wechselseitige, Gemeinsamkeits- und formale Korrelationen
darstellen (Ausfithrungen zu den verschiedenen Arten von Korrelationen las-
sen unter anderem in [KSV96] finden.

Es scheint eine Frage der personlichen Praferenzen und der fachspezifischen
Kenntnisse zu sein, als was die Faktoren und die Korrelationen zu den Va-
riablen interpretiert werden.

Von der Faktorenanalyse indirekt zum Bayesschen Netz. Ohne
die Griinde fiir den praktischen Einsatz von faktoranalytische Methoden ad
absurdum fiithren zu wollen, obwohl haufige negative Kritik zu héren ist,
miissen wir leider feststellen, dafl allein die Problematik der Interpretation
eine geistig derart hohen, und maschinell nicht leistbaren Aufwand darstellt,
der das Auflithren eines algorithmisch und nicht manuell beeinflufiten Ver-
fahrens unméglich oder zumindest nicht sinnvoll macht.

Es ist ratsamer, sich darauf zu beschriinken die Faktorenanalyse ein Glied der
medizinischen, oder allgemein anwendungsfachlichen, Kette der Erkentnisge-
winnung #u betrachten und erst mittels dieser Erkenntnisse (dieses Wissens)
Beliefnetze qualitativ zu modellieren. Der Schritt von der Faktorenanalyse
gur Modellierung Bayesscher Netze kann daher nur indirekt unter Zuhilfe-
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nahme anderer erkenntnisgewinnender Methoden gegangen werden.

Die Ubertragung der faktoranalytischen Ladungsmatrizen zu Werten, die der
Beschreibung des quantitativen Teils von Beliefnetzen dienlich sein kénnten,
ist ebenso aufgrund der nicht zu vereinbarenden semantischen Differenzen
swischen Korrelationen in Faktorladungsmatrizen und zum Teil bedingten
Wahrscheinlichkeiten in Beliefnetzen unangebracht.

Semantik und Anschaulichkeit. Bayesche Beliefnetze leben gerade zu
von ihrer hohen Anschaulichkeit und damit Verwendbarkeit fiir den nicht
auf Probabilistik spezialisierten Anwender, der in unserem Fall einem Medi-
giner entspricht. Es kann sich jedoch auch um einen Anwender aus anderen
Wissenschaftlichen Fachbereichen handeln. Bayessche Netze bieten dem An-
wender durch die graphische Reprisentation schnellen Zugang zu einer pro-
babilistischen Methode eines Expertensystems’ und nimmt somit die Angst
vor scheinbar unerklirlichen Phinomenen der Software.

Die Mischung von Faktorenanalyse und Bayesschen Netzen auf rein mathe-
matischer Basis ist, wenn iiberhaupt méglich, nur unter Hinnahme inter-
semantischer Stérungen zwischen Faktorenanalyse und Bayesschen Netzen
mbglich, Wir kénnen zwar gewisse Zusammenhinge zwischen diesen Ge-
bieten erkennen, finden jedoch keine sinnvollen und semantisch in beide
Berechnungsmodelle passenden Sinnzusammenhinge, die nicht die Klarheit
von Beliefnetzen und das Verstindnis und die Selbstverstindlichkeit dersel-
ben invasiv beeinflussen wiirde.

Der Vorgang der Erkenntnisgewinnung durch die Faktorenanalyse bis zur
Darstellung von Kausalwissen in Beliefnetzen hat genau dort seine Liicke,
wo es an die Modellierung der Ursache-Wirkungszusammenhinge geht. Aus
diesem Grund kann die Faktorenanalyse nicht als Grundlage fiir die Model-
lierung von Beliefnetzen verwendet werden.

6.2 CA zur Modellierung von BBN

In der Clusteranalyse (CA) findet man, wenn es die Daten erlauben?®, Clu-
ster, die homogene Teilmengen einer Grundmenge heterogener Natur dar-
stellen. Diese Gruppen unterscheiden sich mehr oder weniger stark. Die von
uns vorgestellten Metriken sowie Verfahren geben uns ein Maf fiir die Un-
terschiedlichkeit der Gruppen. Diese Erkenntnisse, dafi Objekte aufgrund

1 Wir wollen dabei , Expertensystem® nicht als Architektur {wie 2.B. in [Frad7] angege-
ben, sondern allgemein als System, daf Aunfgaben eines Experten fiir einen Fachfremden
iibernimmt, verstanden wissen.

2 jie von uns untersuchten Daten im Kapitel Cluateranalyse konnten uns diese Freude
nicht bereiten
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ihrer Eigenschaften unterschiedlichen Gruppen zugeordnet werden konnen,
bringt uns auf die Idee, dies als eine bestimmte Struktur in einem Beliefnetz
darzustellen.

Liefert die Clusteranalyse aus einer Grundgesamtheit zwei Cluster, dann un-
terscheiden sie sich voneinander. Die Unterscheidung kommt zustande auf-
grund der Werten (Merkmale) der Objekte innerhalb dieser Cluster. Wei-
terhin haben wir erkannt, dafl es in der Grundgesamtheit Objekte einer Art
und Objekte einer zweiten Art gibt.

Wir kénnen dann, zum Beispiel mittels der multivariaten Diskriminanzana-
lyse, die in der Literatur zu finden ist, weitere Objekte in diese Cluster
einfiigen oder den Clustern zuordnen. Dies wird auch tatséchlich getan:

Hat man ein Cluster ,Kranke® und ein Cluster ,nicht Kranke" gefunden,
so kann man einen neuen Patienten aufgrund seiner Merkmale in eine die-
ser Gruppen einteilen. Jedes Cluster kann als neue Variable betrachtet und
damit in einem Beliefnetz als Knoten dargestellt werden. Ursachen dieser
Knoten sind dann die in der Clusteranalyse analysierten Merlanale.

Hiatten wir in unseren Sportlerbeispiel zwei Cluster gefunden, so hétten
wir sie guniichst interpretieren miissen. Nehmen wir weiter an wir hétten
als Interpetation feststellen kénnen, daff die Personen (Objekte) im ersten
Cluster als Trainierte und die Personen in zweiten Cluster als Untrainier-
te identifizieren kénnen. Dann hétten wir daraus zwei Cluster ,Trainierte®
und ,Untrainierte® extrahieren kénnen. Wir hitten nun eine Interpretation
der Zusammenhinge zwischen den Clustern durchfiihren miissen. Eine Fest-
stellung eines Ursache-Wirkungs-Zusammenhangs zwischen den Merkmalen
und den Clustern hiitte wohl dazu gefiihrt, dafi die Tatsache, das eine Person
Mitglied eines bestimmten Clusters ist, Riickschliisse auf die Veranderung
des Bluthildes und damit der gemessenen Merkmale ziehen ldsst.

Wir modellieren daher das Ergebnis der Clusteranalyse als zwei Knoten
entsprechend je einem Cluster, die als Elternknoten sieben weiterer Kno-
ten, namlich der Merkmale {Eosinophile, Stabkernige, Segmentkernige) etc.,
fungieren. Jeder Elternknoten ist mit jedem Kindknoten verbunden.

In einer anderen Clusteranalyse kénnte wiederum der umgekehrte Fall ein-
tretten, daf die Cluster nach der entsprechenden Interpretation als Folgen
der Merkmale erkennbar sind. Dann wiirde die Modellierung als Netz an-
ders herum verlaufen. Die Elternknotenen entsprichen den Merkmalen, die
Kindknoten den Clustern.

In vielen Fillen ist es noch giinstiger verschiedene Gruppen nicht als un-
terschiedliche Knoten (Zuffalsvariablen) sondern als eine Zufallsvariable mit
unterschiedlichen Hypothesen er selben zu modellieren. Die Bezeichnung des
die Cluster darstellenden Knotens ergiibe sich dann aus dem allgemeinen
Kontext, aus dem die heterogene Grundgesammtheit stammt.
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Die Anwendung und Einbindung so entstandener Teile von Beliefnetzen
héngt allein vom Anwendungskontext ab.




Kapitel 7

Zusammenfassung und
Ausblick

Wir haben in userer Arbeit schnell festgestellt, dal die in ersten Kapitel
verwendeten naiven statistischen Methoden nicht ausreichend sind, um zum
einen angenehm zum zweiten zeitsparend un zum dritten speichedkonomisch
statistisch begriindetes Wissen darzustellen un dariiber zu resonnieren.

Die Bayeschen Beliefnetze brachten eine wesentliche Erleichterung beziiglich
der Speicherintensivitat als auch der praktischen Anwendbarkeit. Eine gra-
phische Représentation von Daten ist von immenser Wichtigkeit dafiir, dafl
der Fachexperte sich traut mit einem wissenshasierten System umzugehen
und die Vorginge darin nicht unbedingt zu verstehen, aber zumindest in
Ansiitzen nachzuvollziechen. Die bayeschen Netze bieten daher auch dem
der Informatik fremden Fachexperten bequemen Zugang zu modernen IT-
Konzepten.

Auf dem Markt existieren zur Zeit verschiedene auf bayesschen Beliefnetzen
basierende Systeme. Das System MUNIN (S. dazu [AJI*89]) ist ein System,
daB in er Elektromyographie zur Diagnose von Muskel- und Nervenkrank-
heiten eingestzt wird. HUGIN ist eine allgemeine Shell zum Aufbau von
bayesschen Beliefnetzen und zum Rechnen darin.

Bayesche Beliefnetze sind zwar zur medizinischen Diagnose geeignet kénnen,aber
auch in anderen Diagnosebereichen eingesetzt werden, da Diagnose ein all-
gemeiner und nicht nur in der Medizin verwendbarer Begriff ist. Direkt bie-
tet sich hier zum Beispiel die Diagnose von Maschinenschiden, Fehlern in
Netzwerken, in Arbeitsablaufen in Fabriken und dhnliches an. Da eine Dia-
gnose auch eine Art von Prognose darstellt, kann man Beliefnetze sogar zu
Aktienkursprognosen und Prognosen der Effizienz von Arbeitsablanfen ein-
setzen. Crerade in der Wirtschaft, wenn es um Mirkte, Kunden, Lieferanten
und die Begiehungen zwischen ihnen geht, mufl man immer mit vagen und
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unsicheren Informationen arbeiten. Daher bieten sich Beliefnetze gerade zu
zu Unterstiitzung betrieblicher und betriebwirtschaftlicher Entscheidungs-

findungsprozesse an.

Die Faktorenanalyse war ein weiterer Schwerpunkt unserer Arbeit. Die Idee
in Variablen, die sich iiberschneiden, mehrfach vorhandene Informationen
zu entfernen, in den man Faktoren einfiihrt, mit denen man auch mehr als
nur die mehrfach vorhandene Information reduzieren kann, scheint zu nichst
recht plausibel. So manches mal kann damit in der praktischen Anwendung
ein erhebliche Reduktion von Datenmengen erreicht werden. In Betriebs-
wirtschaftlichen Anwenungsbereichen fallen viele Zufallsvariablen an. Die
Faktorenanalyse kann hier dazu dienen, die wesentlichen Faktoren daraus
zu extrahieren und gezielt diese zu optimieren. Betrachtet man Wirtschaft-
lichkeit als eine zielgerichtete, planmifige Handlungsweise, ist die Fakto-
renanalyse dafiir von Bedeutung, da man begrenzte Mittel gezielt einsetzen
kann und damit die Ergiebigkeit einer Investition im Sinne einer Ausgabe
zur Steigerung des wirtschaftlichen Potentials eines Betriebs steigert.

Die Methoden der Faktorenanalyse bediirfen jedoch einer sorgfiltigen Aus-
wahl. Es existiert eine Vielzahl faktoranalytischer Verfahren, die alle zu un-
terschielichen Ergebnissen fithren kdnnen und dies meistens auch tun. Durch
das oft willkiirliche Eingreifen des Anwenders in den Prozef der Faktoren-
analyse wird diese hochgradig indeterminiert.

Aus diesen Grund ist die Faktorenanalyse mit &uBerster Vorsicht zu genie-
flen, auch dort wo es ein Ergebnis zu interpretieren ist, was gar, von mehreren
Personen durchgefiihrt, zu widerspriichlichen Ergebnissen fiihren konnte.

Auch die Clusteranalyse kann in wirtschaftlichen Bereich eingesetzt wer-
den. Ein einfaches Beispiel kénnte die Kreditwiirdigkeitspriifung einer Per-
son sein, die von einer Bank durchgefithrt wird. Anhand von Merkmalen von
wie Gehalt, Kontostand, Familienstand u.4. kann der nach einem Kredit Fra-
gende in die Gruppe wiirdiger oder in die Gruppe kreditunwiirdiger Kunden
eingeteilt werden. Ein weiteres Beispiel ist die Gruppierung von Aktien zu
bestimmten Klassen und vieles mehr.

Die Clusteranalyse wird nicht ganz so stark wie die Faktorenanalyse urch
den Anwender beeinflufit. Trotzdem fiihrt die Auswahl verschiedener Metri-
ken und Verfahren zu zum Teil hochst unterschiedlichen Ergebnissen. Die
Wahl der Verfahren kann haufig nicht rational begriindet werden und erfolgt
intuitiv. Daher ist auch die Clusteranalyse bei nicht ausreichender Ergebni-
sinterpretation vorsichtig zu behandeln.
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